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1 Introduzione!

Diversi modelli statistici utilizzano la nozione di complemento ortogonale. Di
recente, ad esempio, essa & stata Impegata nel modelli autoregressivi a rango
ridotto e a rango ridotto annidato di Velu Reinsel e Wichern (1986) e Ahn
e Reinsel (1988), e nei modelli a componente scalare di Tiao e Tsay (1989).
Inoltre tale nozione ha trovato applicazione anche in modelli cointegrati nella
definizione di ‘attrattore’ e ‘trend comuni’, si veda ad esempio Johansen
(1995), Ahn e Reinsel (1990), Reinsel e Ahn (1992) e Paruolo (1997).

In questi modelli si utilizza la nozione di complemento ortogonale con
riferimento allo spazio generato da matrici di parametri, la cui distribuzio-
ne asintotica & gaussiana o una mistura di gaussiane. La conoscenza della
distribuzione di una base del complemento ortogonale nel caso gaussiano &
pertanto bastlare per problemi di inferenza in tali modelli.

In questa nota si deriva la distribuzione di una base del complemen-
to ortogonale di un vettore aleatorio bidimensionale gaussiano. La stessa
distribuzione si ottiene nel caso pit generale di una distribuzione ellittica.

Per ogni base di uno spazio si pone un problema di identificazione stati-
stica; in Paruolo (1997) & stata data una soluzione al problema della distri-
buzicne di tali basi quando queste siano identificate mediante restrizioni del
tipo “forma ridotta” in sistemi econometrici di equazioni simultanee. Nella
presente nota si affronta il caso in cui la base del complemento ortogonale &
normalizzata imponendone norma unitaria.

11 resto della presente nota & cosl organizzato: nella sezione 2 si definisce
il problema e si enunciano le distribuzioni trovate; nella sezione 3 st riportano
le dimostrazioni e nella sezione 4 si commentano i risultati.

2 Problema e risultati

Si consideri un vettore 2 x 1 £ = {x;,xg)" distribuito secondo una legge
gaussiana =z ~ N(0, 7*(2) con

Q:(Pwk/f? p\l/E)’

dove p & il coefficiente di correlazione e k & il rapporto della varianza di zy
rispetto a quella di x,. Si indichi con ¥ = (11, y2) la base del complemento
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ortogonale di z di norma unitaria, |ly|| = 1, dove || - || indica la norma
euclidea. E’ semplice verificare che 3 = za/lz||, 32 = —z1 /]|, 0, 11 = sin 8,
yy = —cosf, dove r e f indicano le coordinate polari corrispondenti a z, e

a T2. Si osservi che il vincolo su y di norma unitaria rende la distribuzione
di y singolare; in altri termini la distribuzione di y & unidimensionale ed
& sufficiente la distribuzione di 9; o di y» a caratterizzarla unicamente. Si
osservi inoltre che il campo di variazione di i € y2 & I'intervallo [-1,1]. Con
queste avvertenze vale pertanto la seguente

Proposizione 1 La funzione di densité di probabilitd di iy é dete da

fulw) = huk,p)  wel-11] (1)

) VE { (o) g(u. k)
Pl kop) = 2 (gl(u)) (9, k))? - 401 () ga(u, k)

dove

g(uw)=(1-v?)  golu,k)=ku®  g(u,k) = g1(u) + gafu, k).

Alternativamente, lo funzione di densitd di probabilita di ys ¢ pari a f,,(u) =
h{u, 1/k, p}, u € {-1,1].

Si osservi che la distribuzione in (1) non dipende da . Questa osservazio-
ne & sufficiente a garantire che la distribuzione (1) rimanga inalterata anche
assumendo che la distribuzione di x sia ottenuta come mistura di scala di
normali, ossia di tipo ellittico con rappresentazione £ = o2 dove z ~ N(0,2)
e 7 & una gualsiasi variabile aleatoria positiva; si veda il seguente lemma 3.

3 Dimostrazioni

La dimostrazione della proposizione 1 & preceduta dal seguente lemma, che
riporta un ben noto risultato relativo alla distribuzione gaussiana.

Lemma 2 Lq funzione di densitd di probabilitd di 8 ¢ data da
fo(v) = (2m) ka1 (p))* (1 — 2pVEsinvcosw + (k — 1)sin®v) L. (2)

per 8 € [0,2x).
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Figura I: Densita di probabilitd h(u, k, p) per k = 1 e p =0, 0,8, 0,95, 0,995.

Si osservi che anche tale distribuzione non dipende da o2
Dim. lemma 2. La densita bivariata di r e § & data da

Frolr,w) = (2m)~ o2 (kgn (p)) 37 exp (—%fzrf“?(kgl(p))‘la)

dove lo jacobiano della traformazione da z a (r,f) ¢ pariarea = 1 —
2pv'k sinvcos v+ (k — 1) sin?v. La distribuzione marginale di 8 si ottiene in-
tegrando f,o(r,v) rispetto a r; I'integrale & del tipo ¢y f 7 exp(~1c2r2)dr =
c/cz, dove ¢ = (27) Lo~ 2(kgy(p)) 2 e ¢z = o~ 2{(kg:(p))'a. Dividendo ¢,
per ¢ si ottiene la (2). O

Si dimostra ora la proposizione 1.

Dim. proposizione 1. Sia 1{-} la funzione indicatrice e si divida il
supporto della distribuzione di # nei sottointervalli Ay = 7/2 < 8 < 37/2,
B=3r/2 <0 <2r, C=0<6<x/2 Siosserviche § = arcsin(y,}) & una
funzione biunivoca negli intervalli disgiunti A; e Ay = BU C. Pertanto

2

Fin(w) = (g1 ()™ folarcsin(u))1 {arcsin(u) € A},

i=1

dove (g1(x:))~"? & lo jacobiano della trasformazione da @ a y;. Sostituendo
e semplificando si ottiene la (1); analogamente si procede per y;. O

Si vuole infine dimostrare che il risultato ottenuto & valido anche per
distribuzioni ellittiche.



Figura 2: Densita di probabilita A(u, &, p) per p = 0,5 e k =1, 10, 50, 500.

Lemma 3 La funzione di densite (1) rimane immutata se = ha distribuzione
ellittica.

Dim. lemma 3. Se z ha distribuzione ellittica, ha rappresentazione
z = gz con z ~ N(0,2) e ¢ una qualsiasi variabile aleatoria positiva, vedi
Fang et al. (1990). La distribuzione (1) & la distribuzione di y; condizionata
a #. Essendo (1) indipendente da o, essa coincide anche con la distribuzione
marginale di ¢. O

4 Commento

I grafici in fig. 1 - 2 rappresentano la densitd h(u, k, p) al variare di k e p.
Si ricordi che per K = 1 e p = 0, # ha distribuzione uniforme sul cerchio di
raggio unitario; la corrispondente distribuzione h(w,1,0) = = (1 — «?)~1/2
ha forma ‘ad U, 1l grafico in fig. 1 mostra la densitd h(u, k, p) per k fisso
{k = 1) al variare di p, p = 0, 0,8, 0,95, 0,995. Al crescere del valore del
coefficiente di correlazione lo scatter bidimensionale si concentra attorno alia
bisettrice del primo e terzo quadrante; le ascisse corrispondenti del vettore
base del complemento ortogonale si addensano corrispondentemente attorno
al punti :l:\/§/2, caratterizzanti Pintersezione della bisettrice del secondo e
del quarto quadrante con il cerchio unitario.

Si consideri ora la densitd h(u, k,p) per p fisso al variare del rapporto
delle varianze k. Il grafico in fig. 2 riporta il caso p = 0,5 con k = 1, 10,
50, 500. All'aumentare della differenza fra le varianze, misurata dal rapporto

6

k, lo scatter dei punti si ‘allunga’ sempre pin attorno all’asse delle ascisse.
Corrispondentemente, la prima coordinata della base del complemento orto-
gonale si addensa sempre pit attorno a 0, valore dell’ascissa dell’intersezione
dell’asse delle ordinate con il cerchio unitario.
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Riassunto

Questa nota illustra la distribuzione della base di norma unitaria del
complemento ortogonale di un vettore aleatorio bidimensionale gaussiano. Si
mostra inoltre che si ottiene la stessa distribuzione nel caso pitt generale di
una distribuzione ellittica.



