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1 - Introduzione

11 problema della scelta, tra un insieme di modelli ‘alternativi, del
modello "vero” non rappresenta solo uno fra i pilt classici argomenti del
dibattito scientifico, ma individua anche uno dei temi che, recentemente,
hanno suscitato maggiore interesse, stimolando numerose ricerche
teoriche ed empiriche.

11 problema della selezione del "vero” modello fattoriale

X=fA+U
(dove Xy, &lamatrice osservabile dei dati, Uy, & la matrice dei termini

di errore normalmente distribuiti, A,, & la matrice dei coefficienti, fy,,

2 la matrice, con k < p, dei fattori, N & il numero di osservazioni delle
serie storiche utilizzate) si riduce essenzialmente alla determinazione
del "vero” numero di fattori.

La ricerca del numero di fattori riveste, quindi, un ruolo di primo
piano in tutti gli studi teorici relativi ai metodi dell’analisi fattoriale e,
soprattutto, nelle verifiche empiriche che utilizzano questi metodi in una
vastissima gamma di applicazioni.

In particolare, nell'ambito dei modelli dei mercati finanziari, il
numero dei fattori rappresenta I'elemento discriminante tra i due
modelli pit1 noti in letteratura: il CAPM (Sharpe, 1964, e Lintner, 1965)
e’ APT (Ross, 1976). Molto sinteticamente e rimandando ai riferimenti
bibliografici per ulteriori approfondimenti, per il CAPM il rendimento
del portafoglio di mercato rappresenta il solo fattore di rilievo nel pro-
cesso di generazione dei rendimenti. Per il titolo i-esimo vale, allora, la
nota relazione

ER)= Rf+ B(ER,) —Rf)
dove R, & il rendimento del titolo i-esimo, R, & il rendimento di un titolo
privo di rischio, R, & il rendimento del portafoglio di mercato e
B; = cov(R;,R,)var(R,).

L’ APT, invece, assume che i rendimenti di p titoli siano conformi ad
un modello lineare a k fattori, con & < p. Per il titolo i-esimo vale allora:

R=ER)+Mfi+...+ M fi+e i=1..p

dove le f; sono fattori comuni a media zero, le A,; rappresentano la sen-

sibilita del rendimento del titolo i-esimo a movimenti nel fattore k-esimo,
le ¢, sono elementi di stocasticitd a media zero, incorrelati fra loro e



indipendenti dai fattori f,. L’assunzione fondamentale dell APT, e cioe

I'assenza di opportunita di arbitraggio prive di rischio, pud essere tra-
dotta nella seguente relazione tra il rendimento atteso e i parametri A,;

ER) =Y+ M1+ ...+ M) i=1..,p
dove y, viene interpretato come il rendimento di un titole privo dirischio,
mentrele y; (j=1,...,k) sono vettori N x1 di costanti.
Se la matrice dei dati Xy, & costituita da p vettori N x 1di rendimenti
azionariR, (i=1,...,p), e quindi X =R,, i modelli CAPM e APT possono

essere rappresentati come modelli fattoriali.

E’necessario, infine, sottolineare come la ricerca del numero di fattori
latenti sottostanti i rendimenti azionari abbia dato luogo a risultati
estremamente incerti e variabili.

L’identificazione di una struttura fattoriale stabile viene tradizio-
nalmente effettuata utilizzando il rapporto di verosimiglianza, al quale,
nel corso degli anni sono stati affiancati anche altri strumenti, come i
criteri di informazione e la cross-validation.

Questo lavoro si propone, attraverso una simulazione, di chiarire il
contributo del rapporto di verosimiglianza, di alcuni criteri di infor-
mazione e della cross-validation alla determinazione del "vero” numero
di fattori del modello.

Uno dei maggiori risultati di questa ricerca & individuare in tutti i
metodi considerati una tendenza a sottostimare il valore vero di %, al
quale, peraltro, tutte le procedure convergono al crescere di N. Il criterio
di informazione di Akaike, inoltre, sembra identificare la struttura
fattoriale con maggiore precisionerispetto al rapporto di verosimiglianza
eai criteri di Hannan-Quinn e di Schwarz. Il rapporto di verosimiglianza,
infine, risulta molto sensibile a variazioni del numero di titoli considerati
mentre il criterio di Schwarz sembra essere piuttosto influenzato dalla
lunghezza N delle serie utilizzate.

2 - Alcuni metbdi di selezione di un modello
fattoriale

2.1 - Rapporto di verosimiglianza

Il rapporto di verosimiglianza rappresenta il metodo tradizional-
mente pit utilizzato per sottoporre a verifica il numero di fattori del
modello. La possibilita di effettuare una tale verifica costituisce, inoltre,
una delle principali ragioni del successo, fra le procedure di analisi
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fattoriale esplorativa, di quelle di massima verosimiglianza (Lawley e
Maxwell 1971; Kim e Mueller, 1983; Anderson, 1984).

Se i fattori sono ortogonali fra loro la matrice di covarianza campio-
nariaXdeidati X pud essere espressacome X =A’A+¥dove¥ &lamatrice
diagonale p xp di varianza e covarianza degli errori U del modello
fattoriale: E(U’U) =Y.

L’ipotesi nulla che viene sottoposta a verifica per determinare il
numero di fattori &:

Hy I,=A’A -+,
dove I, & la matrice di varianza e covarianza campionaria costruita sulla
base di p variabili, mentre A, e ¥, sono, rispettivamente, la matrice dei
coefficienti e la matrice dei varianza e covarianza degli errori del modello
k-fattoriale.

In altri termini I'ipotesi nulla pud essere espressa come

Hy sono sufficienti k fattori (o meno)
contro I'alternativa:
H;: sono necessari p fattori.

Dato il logaritmo della verosimiglianza del modello
logL = —%Np log(2m) -%N log| ’A+Y¥| —%Np
la statistica del rapporto di verosimiglianza assume la forma:
~2logh=N"(log | A’ A, +¥, | -log | Z, ]

dove il numero di osservazioni viene corretto secondo la formula di
Bartlett: N"=N —(2p +4k +11)/6. Sulla base di condizioni sufficiente-
mente generali, il rapporto di verosimiglianza si distribuisce come un x?

“con ((p —k)*— p —k)2 gradi di liberta.

p &il numero di variabili considerate e, quindi, 'ipotesi pil generale
¢ data da un modello con un numero di fattori uguale al numero di titoli
considerati. Se la differenza tra p e k fattori non & significativa, allora
sono sufficienti £ fattori per rappresentare le p variabili X. Fra tutti i
valori possibili di & (e cioe fra quelli per i quali /H, non & significativa) si

sceglie il valore minimo. Si ottiene, cosi, una sequenza di test tra loro
dipendenti, in quanto i rapporti di verosimiglianza

k



sono tutti raffrontati allo stesso termine L(p); ad esempio, per il caso pilt
generale (& = 0), il rapporto

L)
0)=——=
MO) L(p)
pubd essere pensato come il prodotto di
LO  LO) L() Lp-1)
L) x Lo X .. X IG+D) X ... X L)

L’utilizzo del rapporto di verosimiglianza per la determinazione del
numero di fattori, tuttavia, non & affatto esente da critiche. In primo
luogo vengono espresse forti perplessita per I'utilizzo di questa statistica
nel caso di elevati ordini di grandezza di N: quando il modello non &
quello esatto, & possibile, infatti, che altivalori di N portino all'inclusione
di fattori in realtd trascurabili, tanto piti che mentre il rapporto di
verosimiglianza dipende da N, i gradi di liberta sono influenzati solo da
p e da k. Un’ulteriore riserva sulla robustezza del rapporto di verosi-
miglianza si riscontra nella diversita del numero di fattori risultante
dalle diverse ricerche empiriche.

2.2 - Criteri di informazione

Una delle ipotesi fondamentali dei criteri di informazione & assumere
che il confronto tra il modello teorico e i dati possa essere ricondotto al
confronto tra due distribuzioni di probabilita. Mentre un modello pud
essere rappresentato senza troppe difficolta attraverso una distribu-
zione di probabilita, stimare, invece, la vera distribuzione a partire dai
dati pud causare problemi di non facile soluzione.

Il primo e piu generale tentativo di misurare in modo obiettivo la
distanza tra la distribuzione empirica e il modello & noto come quantita
di informazione di Kullback-Leibler. Supponendo che g (x) sia lafunzione
di densita di probabilita effettiva e che f(x) sia la funzione di densita di
probabilita ipotetica, il valore atteso di log(g (x)/f(x))

18,/ =Jg(x)log 5 dx

rappresenta la quantitd di informazione di Kullback-Leibler della
distribuzione effettiva rispetto al modello. In realta la distribuzione
"vera" & generalmente ignota e si dispone solo di dati appartenenti ad
essa. Per poter confrontare la distribuzione del modello con la distri-
buzione effettiva si ricorre allora al logaritmo della verosimiglianza del

modello, la cui stima & sufficiente (Sakamoto et al., 1986) per confrontare
diversi modelli attraverso la quantitd di informazione di Kullback-
Leibler.

Sulla base del logaritmo della verosimiglianza viene costruito anche
quello che & forse il pill celebre criterio di informazione, I' Akaike
Information Criterion (AIC), proposto da Akaike nel 1973 nella forma

AIC =—2logmaxL+2h )
dove & & il numero di parametri del modello e, per la scelta del modello,
si ricorre a una regola di minimizzazione, assumendo come valore vero
di £ quello in corrispondenza del quale il valore dell’ AIC & minimo.

Nel modello fattoriale la matrice dei coefficienti A contiene kp para-
metri da stimare, mentre la matrice di varianza e covarianza ¥, dia-
gonale, ne ha p; pertanto, la matrice di varianza e covarianza
campionaria £ contiene p(k+1) parametri da stimare. Tuttavia per
assicurare Iidentificabilita del modello & necessario imporre l'ulteriore
restrizione I'= A"¥'A, con T diagonale, che aggiunge k(k —1)/2 vincoli
addizionali al modello. Pertanto il numero di parametri liberi di Z,

nell’ambito di un modello fattoriale ortogonale, risulta p(k +1) —lzk(k -1).

Per il modello fattoriale l'espressione dell’ AIC & la seguente
AIC (k) =Nplog(2m)+ Nlog | AN’ + W | +Np +2(p(k + 1) —k(k — 1)/2)

Il primo membro pud essere visto come una misura della bonta
delladattamento del modello a un insieme di dati, mentre il secondo
membro pud essere interpretato come una penalitd per Yaumento del
numero dei parametri, in linea con il principio di parsimonia, L’impiego
dell’ AIC viene fortemente limitato dalla tendenza di questo criterio ad
indicare un elevato numero di fattori. Akaike (1987) attribuisce questa
tendenza alle frequenti soluzioni improprie dell’analisi fattoriale di
massima verosimiglianza e, introducendo una funzione di distribuzione
a priori, propone una soluzione bayesiana che sottoponga a un controllo
la funzione di verosimiglianza.

Una modifica all’ AIC viene proposta nel 1980 da Smith e Spiegel-
halter che, al posto di 2k, suggeriscono di utilizzare come secondo ter-
mine dell’ AIC un generico oh:

~ AIC=-2logmaxL+ok

Sempre nell’ambito delle procedure di massima verosimiglianza, ma
con Pintento di presentare una procedura alternativa Al AIC e rifa-
cendosi a motivazioni di natura bayesiana, nel 1978 Schwarz propone
un nuovo criterio di informazione



SCH =—logmaxL +%h logN

che, rispetto all’ AIC, tiene conto dell’ampiezza N delle serie storiche
utilizzate e risulta essere meno favorevole all'inclusione di piu fattori.

Il criterio di Schwarz & stato utilizzato anche al di fuori del contesto
bayesiano essendo indipendente da particolari specificazioni a priori e
sembra essere meno incline all'inclusione di fattori di quanto non siano
il rapporto di verosimiglianza e il criterio di Akaike.

Entrambii criteri costituiscono una formalizzazione del celebre rasoio
di Occam: "pluralitas non est ponenda sine necessitate", in quanto
tendono a scegliere un modello con meno parametri, tuttavia & imme-
diato notare la forte diversita delle indicazioni fornite dai due criteri e
le similarita tra il criterio di Akaike e il rapporto di verosimiglianza,
mentre il criterio di Schwarz, suggerendo un minor numero di fattori,
si discosta dai metodi precedenti.

Nel 1979 Hannan e Quinn propongono un nuovo criterio di informa-
zione, basato, come i precedenti, sulla minimizzazione di —logmax L + AC
HQ =-2logmaxL +2h c loglogN

Nella proposta iniziale di Hannan e Quinn ¢ & maggiore di uno, tut-

tavia, & interessante notare come, per ¢ = 1, si ha una misura intermedia
tra AIC e SCH.

2.3 - Cross-validation

Frai contributi rivolti alla ricerca di un criterio di determinazione del
numero di fattori privo degli inconvenienti riscontrati nel rapperto di
verosimiglianza si segnala la proposta di Conway e Reinganum (1988),
che indicano nella cross-validation una soluzione alternativa.

L’idea fondamentale della cross-validation pud essere sintetizzata in
una procedura a due stadi.

Nel primo stadio vengono calcolate, a partire da un dato campione di
p variabili X, le stime di massima verosimiglianza dei parametri del
modello, e cioe gli elementi di A e di .

Nel secondo stadio le stime ottenute non vengono confrontate con la

rispettiva matrice di varianza e covarianza campionaria, X, ma con una’

Z'relativa aun diverso campionedip variabili X, assunto come campione
di controllo.

In questo modo si cerca di isolare la parte stabile della struttura
fattoriale dalle componenti accidentali.

Il rapporto di verosimiglianza
—2logA=N'(log | A’A+¥ | ~log | Z|)
viene, quindi, modificato in
CV =N"(log | ’A+¥ | log | Z' )+ N'(tr(A’A +¥)") - p)
11 termine N°(ir((A’A+¥)'Z)— p) non & presente nell’espressione del

rapporto di verosimiglianza, in quanto, non sostituendo £ con X', assume
valore nullo.

3 - Una simulazione

NelPambito delle applicazioni dei metodi di determinazione del
numero di fattori precedentemente illustrati, lo scopo di questo para-
grafo & quello di presentare alcuni risultati relativi all'utilizzo di dati
simulati, per i quali la struttura fattoriale sottostante & conosciuta
esattamente.

Perottenere le nuove variabili X* simulate si fa riferimento al modello

X'=fA+U
dove
f* &la matrice N xk dei nuovi fattori, ortogonali e incorrelati tra loro,

ottenuti con estrazioni casuali da una distribuzione normale con
media nulla e varianza unitaria effettuate con la funzione RANNOR
del pacchetto SAS;
U’ ¢lamatriceN x p dei terminidi errore, anch’essi estratti casualmente
da una distribuzione normale con media nulla e varianza unitaria;
& la matrice k x p dei coefficienti, che vengono ricavati da una analisi
A" fattoriale di massima verosimiglianza effettuata su un campione di
30 rendimenti azionari e ipotizzando la presenza di 5 fattori. Per
ridurre al minimo il rischio di estrarre un campione di rendimenti
"anomali” sono stati estratti casualmente (da un insieme di 100 titoli
azionari quotati alla borsa di Milano dal 1986 al 1989) 10 campioni
di30 titoli ciascuno e, valutate le indicazioni fornite dai diversi eriteri
di informazione, per scegliere i coefficienti A" & stato individuato un
campione in linea con 'andamento generale.
I coefficienti A" cosi ottenuti sono stati mantenuti fissi in tutto il corso

della ricerca, mentre per quanto riguarda i fattori f* sono stati utilizzati
3 campioni di 5 fattori ciascuno ma di lunghezza diversa: nel primo N =
200, nel secondo N = 1000 e nel terzo N = 5000.

Ricavato cosi il termine fA" le p variabili X* simulate sono state
ottenute attraverso successive p estrazioni casuali del vettore U" dei



termini di errore.

In questo modo la struttura fattoriale risulta conosciuta in anticipo e
la variabilita delle X" & interamente ed esclusivamente attribuibile alle
diverse determinazioni del vettore U".

Idiversi metodi precedentemente illustrati sono stati quindi applicati
a campioni di p variabili X* simulate, analizzando, in particolare, la
sensibilita delle diverse misure a variazioni delle numerosita p dei titoli
considerati e N delle serie utilizzate.

Sono stati calcolati 3000 vettori X, ripartiti in 120 campioni, dei quali
20conp=30eN=200,20conp=30e N=1000,20conp=30eN=
5000,20 con p =20e N =200,20conp =20 e N = 1000 e 20 con p = 20
e N = 5000,

Nelle tavole 1 e 2 sono riportati i risultati relativi a p = 30 e a N=200,
1000, 5000.

Tav. 1- Numero di campioni di 30 titoli suddivisi per numero di fattori e metodo
di determinazione.

LR AIC HQ1 SCH Ccv

l}:ﬁ:in N | 200 | 1000 | 5000 | 200 | 1000 | 5000 | 200 [ 1000 | 5000 ] 200 { 1000 | 5000 ] 200 | 1000 | 5000
0

1 1 17 20 2

2 8 2 3 2 7

3 9 10 16 7

4 3|6 5 16 2 211

5 14120] 2 117|115 4120 20 19(20
6 3|5

7

8

9

10

I metodi che sembrano riconoscere in modo pill preciso la struttura a
5 fattori sottostante le variabili X* sono il rapporto di verosimiglianza,
il criterio di Akaike e la cross-validation. Si pud notare come per N=5000
tutti i criteri considerati si concentrino attorno al valore vero k=5,
mentre, passando a N=1000, si osserva come solo-I'AIC e la cross-
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validation mantengano Yindicazione k=5 e come, invece, il criterio di
Schwarz subisca una modifica rilevante, indicando £=3. Per N = 200
tutti i metodi indicano un numero di fattori fortemente inferiori rispetto
ai casi precedenti, tuttavia, i 3 fattori dell’ AIC rappresentano l'indica-
zione pil vicina ai 5 fattori. L’ AIC risulta, pertanto, abbastanza robusto
a variazioni della numerositd N delle serie utilizzate, mentre sia il
criterio di Hannan-Quinn, sia quello di Schwarz vengono fortemente
influenzati da variazioni di N.

Tav. 2 - Numero di campioni di 30 titoli suddivisi per numero di fattori e metodo
di determinazione.

AIC3 AIC4 HQ2 HQ3 HQ4

mamero [N | 200 [ 1000] 6000 | 200 [1000 ] 6000 | 200 [ 100000 | 200 000 5000 | 200 000 [ 5000
0

1 10 20 20 20|20 20)20

2 8 7

3 2 13

4 3 17 17 20
5 17|20 3120 20 3

6

1

8

9

10

Modificando I’ AIC, secondo i suggerimenti di Smith e Spiegelhalter
e ricavando cosi AIC3, per a=3, e AIC4, per a=4, non si verificano
particolari modifiche dei risultati, se non I'ovvio slittamento verso un
minor numero difattori. Analogamente peril eriterio di Hannan e Quinn,
porre, rispettivamente, ¢ = 2, 3, 4, non porta a risultati di particolare
interesse e gia per N = 1000 il numero di fattori tende ad essere molto
basso.

A titolo illustrativo in figura 1 viene riportato, per un campione di 30
titoli, Yandamento del criterio di Akaike, di Hannan - Quinn conc=1e
di Schwarz.



campione di 30 titoli 1000 osservazioni

SCH 4
HQ1 L
AlC \P,//
1]
T T T T T T T T
1 2 3 4 5 8 7 8 ] 10
numero fattord
o AlC + HQ1 L] SCH

Fig. 1- Criterio di Akaike, di Hannan-Quinn (c=1) e di Schwarz in un campione
di 30 titoli e 1000 osservaziont.

Per valutare la sensibilitd delle diverse misure a variazioni del
numero p di titoli considerati, analisi & stata effettuata anche perp =
20 e i risultati sono riportati nelle tavole 3 ¢ 4.

Rispetto alla situazione p = 30 il metodo che risulta essere pit robusto
a variazioni di p @ il criterio di Akaike. Infatti, mentre per N = 5000,
oltre all’AIC, anche la cross-validation e il criterio di Hannan e Quinn
(c = 1) indicano 5 fattori, per N = 1000 solo 'AIC non si sposta verso un
minor numero di fattori. Inoltre, per N = 5000, non si registra piu la
generale convergenza a k=5 osservata per il caso p=30 e, in particolare,
il rapporto di verosimiglianza e il criterio di Schwarz indicano, rispet-
tivamente, 3-4 e 4 fattori. Per N = 200, ancor pit che nella tavola 1, tutti
i metodi indicano un solo fattore, tranne I’ AIC che ne presenta 2-3. 11
metodo che risulta maggiormente sensibile a variazioni di p & il rapporto
di verosimiglianza, le cui indicazioni risultano, in tal modo, maggior-
mente variabili e, di conseguenza, meno rilevanti.
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Tav. 3 - Numero di campioni di 20 titoli suddivisi per numero di fattori e metodo
di determinazione.

LR AIC HQ1 SCH cv

sumero [N | 200 [1000] 5000 | 200 T'1000 5000 [ 200 [ 000 5000 | 200 [ 30005000 200 [ 1000 5000
0

1 2010 2 19 20| 5 14

2 10 10 1 12 6

3 151 8 18 312 3

4 5 7 214 18 15

5 10114 16 2120
6 316

7

8

9

10

Tav. 4 - Numero di campioni di 20 titoli suddivisi per numero di fattori e metodo
di determinazione.

AIC3 AlIC4 HQ2 HQ3 HQ4
l}:!;;o N | 200 § 1000 | 5000 f 200 | 1000 | 5000 | 200 | 1000 | 5000 | 200 | 1000 | 5000 | 200 § 1000 | 5000
0
1 16 20 2019 20120 20]20
2 4 11
3 6 18 3 20 20
4 14 212 17
5 20 18
6
7
8
9
10
11



Analogamente alla situazione rappresentata per p = 30 in tavola 2,
le diverse varianti dei criteri di Akaike e di Hannan e Quinn non
segnalano risultati particolarmente interessanti, se non un piu accen-
tuato spostamento verso un numero inferiore di fattori.

4 - Conclusioni

In questa ricerca il confronto tra diversi metodi per la determinazione
del numero di fattori di un modello fattoriale viene effettuato facendo
ricorso a una simulazione. Applicando il rapporto di verosimiglianza, i
criteri di Akaike (con 00=2,3,4), di Hannan e Quinn (conc =1, 2, 3, 4),
di Schwarz e la cross-validation a dati simulati, per i quali si conosce
esattamente la struttura fattoriale sottostante, si osserva se e come le
indicazioni fornite si allontanano dalla determinazione vera di k.
Inparticolare si & considerato un modello con £=5. Un primo interessante
risultato & 1a convergenza, al crescere di N, delle indicazioni fornite dai
diversi metodi al valore vero k = 5.

Il processo di convergenza, inoltre, risulta piti veloce per la cross-
validation e soprattutto per I' AIC, che sembra cogliere non solo con piu
precisione ma anche con maggiore rapiditd la struttura fattoriale
sottostante.

Uno dei rilievi che viene tradizionalmente mosso alle procedure di
determinazione del numero di fattori del modello & Vinclusione di piu
fattori di quelli realmente presenti. Conoscendo il numero vero k = 5 di
fattori sottostanti le X°, si pud, invece, osservare come i diversi criteri
tendano a sottostimare, piuttosto che a sovrastimare, il numero vero di
fattori: solo pochissime volte, infatti, viene indicato un numero di fattori
superiore a 5, mentre un numero di fattori inferiore a 5 compare ben piu
frequentemente.

Questa tendenziale sottostima del numero vero di fattori, anche se
legata a una particolare ampiezza del modello fattoriale (2=5), pud
costituire, se confermata in altri campi di ricerca, un importante ele-
mento negli studi teorici ed empirici relativi all’analisi fattoriale.

Una ulteriore nota riguarda i coefficienti A° utilizzati per la
simulazione: essendo stati ricavati da una analisi fattoriale di massima
verosimiglianza a 5 fattori su un campione casuale di 30 titoli, & probabile
che i coefficienti relativi al primo fattore siano "alti" e quelli relativi al
quinto fattore siano "bassi". In questo modo, moltiplicando nella simu-
lazione A’ per f*, potrebbero essere state generate delle variabili X* dove
ifattori rilevanti sono, in realtd, meno di 5.

In questa situazione I’ AIC sarebbe certamente una misura precisa
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della vera struttura fattoriale, ma coglierebbe anche la presenza di
fattorieventualmenteirrilevanti. D’altra parte il maggior peso attribuito
al primo fattore rappresenta una caratteristica strutturale dell’analisi
fattoriale e quindi sembra costituire un elemento dal quale non @&
opportuno prescindere. Una ulteriore verifica, nella quale i coefficienti
A’risultino ugualmente "pesanti”, potrebbe chiarire anche questo punto.

Valori di riferimento, per &, diversi da 5, una maggiore numerosita,
D, del campione di titoli considerati e, soprattutto, un maggior numero
di simulazioni costituiscono, da un lato, problemi ancora aperti e rap-
presentano, d’altra parte, promettenti linee di ricerca.
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