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1 Introduzione

A circa dieci anni datla sua introduzione ad opera di C. W. J. Gran-
ger all'inizio deglt anni ottanta, il concetto di cointegrazione pare rap-
presentare una nozione ormai centrale nella letteratura internaziona-
le per pith di una ispirazione metodologica. Sono testimoni di questa
tendenza i numeri monografici recenti del Journal of Policy Modelling
e del’Oxford Bullettin of Economies and Statistics', e alcuni volumi
pubblicati (Engle ¢ Granger (1991)) o annunciati (Hendry (1992), Ba-
nerjee ct al. (1992))sul tema.

Mentre le caratteristiche di non-stazionarieth presenti nelle serie
storiche macroeconomiche costituiscono essenzialmente proprietd di
tipo statistico dei dati, la nozione di cointegrazione & strettamente col-
legata all'interpretazione economica dei fenomeni considerati. Come
ormai evidenziato da numerosi autori’, il concetto di cointegrazione
mette in relazione numerosi aspetti apparentemente non collegati fra
loro. Innanzitutto i) esso collega la nozione economica di relazione di
lungo periodo fra variabili economiche al modelfo statistico ad esse re-
lativo. Inoltre ii) permette di derivare, all'interno del modello statisti-
co, procedure inferenziali coerenti con la natura non-stazionaria delle
variabili economiche osservate.

Tale concetto, inoltre, iii} € in corrispondenza biunivoca con una rap-
presentazione a correzione dell'errore del modello per variabili inte-
grate. Pertanto, la proprietd di cointegrazione costituisce un prerequi-
sito statisticamente testabile per la stima di modelli a correzione
dell’'errore. Attraverso il modello a correzione dell'errore, inolire, iv) il
concetto di cointegrazione collega informazioni empiriche sulla dina-
mica di breve e di lungo periodo del sistema, ossia sui livelli e sulle
differenze successive delle variabili, fornendo cosi una risposta globale
(ossia comprensiva di entrambi gli aspetti) al dibattito sull'uso di mo-
delli di breve {relativi alle variabili in differenze) e quelli di lungo pe-
riodo (relativi ai livellD),

Tale concetto v) da inoltre ragione dei fenomeni di "correlazione
spuria” (e di tanti riferimenti al problema della multicollinearita) nel-
la stima di equazioni di regressione con variabili temporali. Infine, vz)
grazie alla valenza statistica del concetto di cointegrazione, ¢8so si
inserisce facilmente nella trattazione recente dei vari concetti di eso-

1 5i vedano Ericsson (19926} e Banerjee ed Hendry (19926).
2 Si veda ad esempio Ericsson (1992h), di cui si segue qui la tassonomia.
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genitd, cellegati alle proprieta di ancillarita e sufficienza, nella costru-
zione appropriata di un modello statistico per le variabili di interesse,
cfr. Engle, Hendry e Richard (1983).

Mentre per una discussione generale di questi temi si rimanda alla
letteratura’®, in questa sede si intende illustrare alcuni di gquesti aspet-
{1, assieme ai numerosi temi aperti di ricerca, nel contesto di sistemi
integrati di ordine due.

I presente lavoro & organizzate come segue. Nella sezione 2, una volta
illustrata la notazione, si definisce la nozione di cointegrazicne in si-
stemi integrati di ordine superiore al primo. In tali sistemi POSs0no
esistere combinazioni stazionarie (relazioni di cointegrazione) fra
livelli e le differenze prime del processo, o in generale fra vari ritardi
delle medesime variabili; tale proprieta & chiamata multicointegrazio-
ne e costituisce un caso particolare di cointegrazione polinomiale del
sistema. Nella sezione 3 si considerano alcuni schemi economici di
riferimento; in particolare funzioni quadratiche di costo portano a for-
mulazioni a correzione dell’errore, che, in generale, implicano relazio-
ni di cointegrazione di tipo polinomiale; i pararnetri di tali relazioni,
inoltré, sono funzioni dei parametri di interesse del modello
economico, e permettono pertanto di fare inferenza su di essi. Nella
sezione 4 si riportano due esempi, mentre nella sezione successiva si
considerano modelli statistici di tipo autoregressivo vettoriale (VAR).
Restrizioni parametriche all'interno di tali modelli generano sistemi
cen vari tipi di nonstazionarieti: tali restrizioni sono relative al rango
di alcune trasformate delle matrici del polinomio autoregressivo, ¢
permettono pertanto la derivazione di test statistici sui vari ordini di
non-stazionarieta. Alcuni dei recenti risuitati di rappresentazione e di
inferenza all'interno di tali modelli sono presentati e discussi nella se-
zione 6; alcune considerazioni conclusive sono infine raccolte, nella se-
Zione 7.

2 Notazione e definizioni

In questa sezione si intendono richiamare solo alcune definizioni re-
lative alle nozioni di integrazione e di cointegrazione. Si consideri un
processo  aleatorio  discreto  p-dimensionale X,1=01,..1,

3 Si veda ad esempio il numero speciale del Journal of Policy Modelling (Eric-
cson 19924a) dedicato alla relazione fra cointegrazione, esogeneitd ¢ politiea
economica e alcuni dei lavori del numero mongerafico dell'Oxford Bullettin of
Economics and Statistica {Banerjee ed Hendry I%TQEa).
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X, = (X,,....X,}). Va ricordato che esiste un certo dibattito sulle defini-

zioni di integrazione e cointegrazione, ad esempio in riferimento alle
condizioni iniziali e alle componenti deterministiche del processo; per
gli scopi di questo lavoro & tuttavia sufficiente ipotizzare che X, sia ge-

nerato da un processo ARMA multivariato

(2.1) AL, = B(L)E,

dove A(L)=J-A,L - ... ~A,L* & un polinomio finito dell'operatore ritar-
doL.IX wX,_, ¢ B(L) & un polinomioasintoticamente stabile, ossia per
il quale le radici di det(B(z)) = 0 sono tutte esterne al cerchio unitario,
E @ un processo stazionario incorrelato p-dimensionale, E(g)=0
Efee, )= Qs = QEfee’) = Q, dove Q & assunta definita positiva; il pro-
cesso v, =B(L)e, risulta stazionario e si assume che abbia anche varian-
za finita®.

La restrizione dei processi ammissibili alla classe ARMA, sia pure non
necessaria, rende pil semplice la trattazione seguente. In particolare
l'assunzicne di processidel tipo (2.1) restringe I'attenzione alle compo-
nenti non-deterministiche; tale limitazione & solamente adottata per
semplicitd espositiva, e deve essere abbandonata in qualsiasi contesto
empirico. Nella sezione 5 si fa peraltro riferimento a un processo con
alcune compoenenti deterministiche”.

Si noti che la classe di processi (2.1) comprende come casi particolari i
processi autoregressivi vettoriali (VAR) e i modelli dinamici ad equa-
zioni simultanee.

2.1 Integrazione e cointegrazione

Nelle definizioni che seguono si fa spesso riferimento a sottoproces-
s1 del processo multivariato p-dimensionale X,; per sotfoprocesso si in-

tende un insieme di s = 1 combinazioni lineari +'X, linearmente indi-
pendenti di X, cont matrice pxs, di rango s <p.

Ogni un singolo processo componente univariato X, costituisce un caso
particolare di sottoprocesso, in quanto risulta ottenibile come combi-

4 Tale ipotesi corrisponde alla condizione 37, || B; ||< v, dove A [P=tr(4A47).

5 Sull'introduzione di componenti deterministiche si veda la discussione ad
esempio in Johansen (1982¢).



nazione lineare t,'X,, per x; posto pari ad un vettore unitario con tutti

elementi nulli € un elemento unitario nell'i-esima posizione. Nel
seguito, deve altrimenti non meglio specificato, ci si riferisce generica-
mente a singoli processi componenti X, o a sottovettori di X, come sot-

toprocessi di X,

La classe di processi analizzata (21) & chiusa rispetto a
pre-moltiplicazione per una matrice quadrata nonsingolare D (ossia a
trasformazioni lineari delle variabili), in quanto moltiplicando la (2.1)

per D si ha (DA(L)D DX, = (DBEL)D We che pud essere riscritta an-
cora  come processo del tipo (2.1) AMLW* =B™L)X* con
A*(L)mDALID™, B*(L)wDB(L)D?, Q*mDOD’ e X* aDX, &, uDs,
Pertanto nel seguito ci si riferisce a X, ¢ X*,u DX, come rappresentazio-

niequivalenti del medesimo processo multivariato.

DEFINIZIONE D1: INTEGRAZIONE
Ciascyn sottoprocesso univariato X, in (2.1) & detto integrato di ordine

d se ammette rappresentazione A'X, =u, dove u, =c,(L)e, & un processo

univariato stazionario e c{L) & un polinomio asintoticamente stabile,
Awl-L,AX,=X,-X, .

Si noti che, date le assunzioni sul processo (2.1), I'ordine di integra-
zione d delle componenti del processo & limitato dalla dimensione re
dail'ordine del polinomio autoregressivo k; in particolare d s pk.

Nelle prime definizioni di cointegrazione, ad esempio Engle e Granger
{1987), si consideravano unicamente componenti integrate del medesi-
mo ordine, ossia;

DEFINIZIONE D2: COINTEGRAZIONE
Dato un sistema X, di processi X, tutti integrati del medesimo ordine

I(fi), d=1i, se esiste almeno una combinazione lineare p (detta vettore
di cointegrazione) tale che z, = BX, risulta integrato di ordine d -1 o di

grado inferiore, allora il sistema & detto cointegraio,

E immediato notare, tuttavia, che, per un dato vettore di variabili
economiche d'interesse, i processi componenti X, del vettore X, possono

risultare integrati di diverso ordine. Ad esempio nel sistema
=
Xy By
ossia

e (O (e
0 1Y\X,) \0 0/lX,_, £y
i due sottoprocessi X,, e X,, sono rispettivamente I(1) ¢ I(0). Tale caso

non ricade nella definizione D2, in quanto questa considera unicamen-
te vettori X, con componenti tutte integrate del medesimo ordine. Si

noti altresi che, considerando la rappresentazione del processo
Yom (91, ¥) =X, + X5, X, - X,) ottenuta ricombinandone i sottoproces-

si, le componenti del vettore y, risultano integrate del medesimo ordi-
ne, I(1), ed esiste una loro combinazione, ¢ precisamente y,, = y, = 2X,
che risulta stazionaria. Pertanto, adottando la definizione Dz, il
vettore y, risulta cointegrate, a differenza del vettore X, che non ricade
all'interno della definizione in quanto le sue componenti sono integra-
te di diverso ordine, sia pure X, e y, siano rappresentazioni equivalenti

del sistema.
La seguente definizione di cointegrazione risulta invece indipendente
dalla rappresentazione del sistema.

DEFINIZIONE D2: COINTEGRAZIONE, INTEGRAZIONE MULTIVARIATA
Dato un sistema X, = (X,,....X,)" di processi X, integrati di ordine 4,

i=1,.p, siadotti la notazione d = max,d,, e sia d = 1, mind, 20, tale si-

stema & definito integrato di ordine d, {d) &, Se esiste in tale sistema
almeno una combinazione lineare B (detta uettore di cointegrazione)
tale che il sottoprocesso z, = X, risulta integrato di ordine d -1 o di

grado inferiore, allora il sistema & detto cointegrato,

6 In altre parole il sistema & detto integrato dell'ordine massimo dei singolj
SOtoprocessi componenti.



La definizione D2’ & invariante rispetto a rappresentazioni equiva-
lenti del processo; il sistema (2.2), infatti, ricade nella definizione D2’
anche in termini di X, e risulta quindi cointegrato per qualsiasi
rappresentazione. Si noti che se si considera la formulazione in termi-
ni di X, nella (2.2), il vettore di cointegrazione & dato da B’ = (0, 1), ossia
da una combinazione lineare "impropria”.

2.2 Indici di integrazione, cointegrazione multipla e multicointegra-
zione

Si noti, ancora con riferimento all'esempio (2.2) ¢che anche il numero
di possibili vettori di cointegrazione, in questo caso pari ad uno, non
diPende d.alla rappresentazione del sistema. In un sistema possono
esistere pill vettori di cointegrazione; in tal caso si parla di cointegra-
zione multipla. In generale I'insieme dei vettori di cointegrazione for-
ma uno spazio lineare. Ad esempio se &’ = (1,0,-1) e &," » (1,~1,0) sono
vettori di cointegrazione, anche Ey =(0,1,-1)=E &,
E'm(Z-1,-1) =8 +E e &/ w(¥2-1/2,-1)=E +E"2 sono vettori di
cointegrazione. Infatti se X, & I(d) e z, wE’X, e z, =E,'X, sono al pil
I{d -1), anche §,'X, =z,, -z, & al pit1 I(d - 1), come anche E,'X, =2, +Z, €
E'X, =z, +2,/2.
Al ﬁ.r.le pertanto di rappresentare lo spazio r~dimensionale di cointe-
grazione & sufficiente sceglierne una base, ossia un insieme di r vetto-
ri di cointegrazione linearmente indipendenti, dove r & la dimensione
dello spazio. Nell’esempio precedente & sufficiente scegliere (%,,E,)
oppure una qualsiasi coppia di vettori linearmente indipendenti (&, &),
per i« f, in quanto oghi altra combinazione lineare %, cointégrata del
processo pud essere ottenuta come combinazione lineare dei vettori
della base.
La dimgnsione dello spazio di cointegrazione & chiamata in letteratura
rango di cointegrazione, Tale concetto & tuttavia legato al caso 1(1), do-
ve il numero di vettori di cointegrazione linearmente indipendenti &
complementare al numero di componenti I(1) non cointegrate. Pia in
generale & necessario definire un insieme di indici, ciascuno associato
alla sottodimensione del processo dominata da una compenente inte-
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grata di un certo ordine’. Ad esempio in un processo I(2) di dimensio-
ne p, possono coesistere tre sottoprocessi di dimensioni p, p,p,,
33 o =P, P, =0, ognuno dominato da componenti integrate di ordine
d = 0,1,2 rispettivamente, non riducibili a processi integrati di ordine
inferiore mediante combinazioni lineari, ossia non cointegrate al loro
interno. Secondo la definizione D?’, le combinazioni lineari che defini-
seono i sottoprocessi integrati di ordine 1 e 0 costituiscono vettori di
cointegrazione. Gli indici di integrazione associati a ciascun
sottoprocesso esprimono pertanto la dimensione delle componenti di
vario ordine presenti nel processo.

DEFINIZIONE D3: INDICI DI INTEGRAZIONE, RANGO DI COINTEGRAZIONE

Dato un processo p-dimensionale X, integrato di ordine d, 1(d), si defi-
niscono 4 + 1 indici py, py, ..., p, tali che 3i_,p, = p, p, =0, dove ciascun p,
{(detto indice di integrazione) esprime la dimensione del sottoprocesso
integrato di ordine I(f) e non ecointegrato al suo interno. Se il sistema
nel suc complesso non & cointegrato, p,=p,=...=p; =0, p,=p. Nel

caso d = 1, p, & detto rango di cointegrazione®.

La definizione precedente, pur generalizzando il caso I(1), non de-
scrive completamente le possibili relazioni di coiniegrazione all’inter-
no di un sistema. Si consideri infatti un processo X, integrato di ordine

7 O anche da componenti deterministiche. Un trend lineare, ad esempio, do-
mina asintoticamente componenti I{1), cosi come un trend quadratico domina
componenti I(2), ete. In generale un trend polinomiale di ordine d domina una
componente integrata I{d) di ordine corrispondente.

8 Tale definizione andrebbe completats prevedendo la possibilita di trend de-
terministici nel sistema. In questo caso occorrerebbe modificare la definizione
precedente come segue:

DEFINIZIONE D3: INDICI DI INTEGRAZIONE E DI TREND POLINOMIALIL

Dato un processo p-dimensionale X, integrato di ordine d, I{d), si definiseono
2d indici po.Py..-sPus Guu--da y tali che 3 p. +3i-lg =p, p.20, g, =0,1 dove
ciascun p; (detto indice di integrazione) esprime la dimensione del sottoproces-

so integrato di dimensione 1() e non cointegrato al suo interno e dove ciascun
indice ¢; (detto indice di trend polinomiale) esprime se esiste {g; = 1) o meno

(g; = 0} un sottoprocesso di dimensione uno dominato da un trend polinomiale
di ordine j.
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due, I(2); se tale sistema & cointegrato, esiste (almeno) un vettore B
tale che B'X, risulta integrato di ordine inferiore, ossia 1{1) o I{0). Le
differenze prime del processo M, sono 1(1) per definizione, ¢ se B'X e
1(1} & possibile che M, e B'X, risultino fra loro cointegrati, ossia che
esista una combinazione lineare

(2.3) BX, +O*AX,

che risulti stazionaria. In questo caso si parla di relazione di multi-
comniegrazione. In altre parole possono esistere delle combinazioni Ii-
neari del processo e delle sue differenze prime che risultano staziona-
rie.

Va notato che, adottata la definizione D2’ di cointegrazione, alcune
componenti di X, potrebbero risultare solo integrate di ordine uno I(1),
e quindi il vettore differenza AX, potrebbe contenere gia delle compo-

nent stazionarie; in questo caso si potrebbe individuare una combina-
zione stazionaria semplicemente scegliendo un elemento stazionario
di AX,, ottenendo quindi un caso banale di multicointegrazione. Al fine

di escludere tale eventualita occorre scegliere il sottoprocesso integra-
tc di ordine 2 associato all'indice p.. Chiamato infatti §,'X, tale sotto-

processo, le relative differenze prime B,’AX, sono puramente K1)°, e si

esclude cosi il caso banale precedente. In generale pertanto per
processi di ordine 2 si ha:

DEFINIZIONE D4: MULTICOINTEGRAZIONE
Sia X, un processo 1(2)cointegrato e sia B,X, il Sottoprocesso associato

all'indice di integrazione py; se esiste almeno una combinazione linea-
re stazionaria del tipo

(2.4) pX, + 0, "AX,

allora il processe X, & detto multicointegrato,

Le relazioni di multicointegrazione all'interno di un sistema, posso-
no essere considerate corne caso particolare di relazioni di cointegra-
zione polinomiali:

9 Ossia non sono cointegrate al loro interna.
101l termine multicointegrazione & dovuto a Granger e Lee (1989, 1991).
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DEFINIZIONE D5: COINTEGRAZIONE POLINOMIALE!!
Sia X, un processo I{d);, se esiste un polinomio {matriciale)

Y(L)myo+y L +...+y L dell'operatore ritardo, al pih di ordine s, s <d,
s <k, tale che il processo

risulta stazionario, allora si dice che esiste coinregrazione polinomiale
nel sistema.

Si noti che, dall'assunzione (2.1), esiste sempre un pelinemio di or-
dine k {e cio¢ A{L)) che soddisfa la condizione (2.5); la condizione che
l'ordine del polinomio sia minore o uguale a k -1 esclude tale caso
banale. Inotltre, dalla definizione di integrazione D1 segue che se il po-
linomie y{L ) fosse di ordine d, esso potrebbe riprodurre la d-esima po-
tenza dell'operatore differenza A? (1-LY, che induce stazionarieth
per definizione su X,. Ancora una volta la condizione sull'crdine di y(L)
esclude tale eventualita.

Si noti infine che relazioni del tipo (2.4) sono casi particolari della
(2.5), in quanto
FX, +0B,AX, = (B + 80, )X, - 8B,°X, _, = (vo + 1L )X,

con y, = (§” +86,"), v, = -OB,".

2.3 Multicointegrazione e sfasamenti temporali di misura

E interessante notare, inoltre, la non generalizzabiliti ‘al casc 1(2)
(e ad ordini di integrazione superiori) dellirrilevanza di sfasamenti
temporali nella misurazione delle variabili cointegrate. Se infatti x, e

y. sono 1(1) e cointegrate, z, =x, +ay, ~ f(0}, allora anche x, e y,_, risulta-
no cointegrate poiche w, =x +ay, , & stazionaria per qualsiasi ritardo
s. Infatti 2, =w,_ +aA)y, ed il termine Ay, =y,-y., A=(1-Li) a
secondo membro risulta stazionario'®.

11Si veda Yoo (1986).

12 S1i noti infatti che l'operatore 4, ammette scomposizione
A = A1+ L+..+L7"; il primo fattore A induce stazionarietd quando applicato
a y, per ipotesi, mentre il secondo fattore (media mobile) non ne modifica le
c‘::rr'tai‘g.fﬁistiche di stazionarieta, pur generando in generale componenti non in-
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Tale propricta non & generalizzabile al case I(2). Si considerino ancora
ad esempio due processi univariati x, e y, integrati di ordine 2, I(2), ta-

li che 2, ax, +ay, ~ F{0). Considerando ora la medesima combinazione li-
u
neare dix, ¢ y,-,, w, x tay,..,,quest'ultima non risulta I{0), in quan-

to wy, wx, +ay, , =z ~aAy, e l'ultimo termine a secondo membro & inte-
grato di ordine uno, I(1). Pertanto, nel caso generale, se esiste una
combinazione lineare stazionaria dei livelli del processo, mutando la
numerazione temporale di alcune delle variabili, si otterranno in ge-
nerale relazioni di multicointegrazione. Si noti, tuttavia, che tali tipi
di fenomeni generano restrizioni sui parametri di multicointegrazione,
in quanto il parametro a nelPesempio appare sia come coefficiente del
termine dei livelli sia (con segno opposto) come coefficiente del termi-
ne in differenza. Pertanto effetti derivati da sfasamenti temporali pos-
s0no essere sottoposti a verifica sulla base di tali restrizioni. $i noti,
infine, che non importa con quale sfasamento vengono misurati i
termini in livellie nelle differenze, in quanto B'X, e B, AX, sono entram-

bi I{1), e quindi per tali termini non sussiste il problema precedente.

3 Alcuni schemi economici di riferimento

Come gia ricordato, la nozione di cointegrazione & strettamente col-
legata alla nozione economica di relazione di lunge periodo. Al fine di
illustrare tale tipo di connessione con particolare riferimento a
modelli 1(2) e alla definizione di multicointegrazione, in questa sezio-
ne si fa cenno ai modelli economici collegati alle nozioni di aggiusta-
mento rispetto a relazioni di lungo periodo.

3.1 Medelli a correzione dell'errore

L'introduzione di modelli di correzione delf'errore in economia, pa-
rallelo allo sviluppo ingegneristico della teoria del controllo, & attribui-
ta ai contributi di Phillips (1954, 1957) ¢ Sargan (1964). Chiamata y,

una variabile di controllo, si indichi con y*, il corrispondente valore
desiderato di lungo periodo. Possibili assunzioni su ¥* sono, ad esem-

pio, quelle di proporzicnalita rispetto ad una variabile strettamente
esogena x,, y* = fir, o rispetto a una variabile deterministica, quale un

trend di tipo lineare, y*, = fir, ottenuto ad esempio come valore atteso
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condizionato della variabile obiettivo w,, E,{w,,,) - w, = Br se w, seguc un
processo random walk con drift ® w, = B+w,_, +e,.

Modelli di correzione dell'errore y, = y*, sono formalizzabili come segue

3.1 Ye=D{L)(y,-y*)
dove D(L) & un polinomio razionale dell'nperatore ritardo. Il modellodi
aggiustamento parziale corrisponde alla posizione

D(L) = A1 - y)(1-1)). Il modello {3.1) puo essere studiato con riferi-
mento alle condizioni necessarie a che il meccanismo di correzione
dell'errore produca un processo y, convergente al valore di lungo
periodo y*,. Salmon (1982)in riferimento a tali proprieta ha proposto

di classificare i tipi di modello a seconda del numeroe di radici unitarie
presenti al denominatore di D{L). Ipotizzato infatti

(3.2) D(L) D) <Epay

Ta-LYDL) A
dove Dy{L) e D,(L) sono polinomi finiti e stabili delPoperatore ritardo, si
ottengono i seguenti casi particolari dalla (3.1)

tipo®  y,=D*L)(y,-y*)
tipol Ay, =D*L){y,_,-y*_)

tipg2  Aly,=D*QL)y,_,-y*, )

Ciascun tipe di modello garantisce un diverso meccanismo di aggiu-
stamento rispetto all'evoluzione del valore di lungo periodo y*,. In par-

ticolare si mostra che modelli di tipej, j > 0, assicurano un errore asin-
totico nullo rispetto all'obiettivo per valori di lungo periodo che si evol-
vono secondo un polinemio di grade j -1, un errore asintotico costante
per polinomi di pari grado j ed un errore divergente per polinomi di
gradi superiori. Se ad esempio 'obiettivo cresce linearmente, modelli
di correzione dell'errore di tipo 1 hanno un errore asintotico finito ma

13 E() indica I'operatere speranza matematica condizionata all'informazione
disponibile al tempoj, E{) wE( [w;,w; y,...).
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non nulle™,

In analogia con modelli di controllo, Phillips (1954, 1957) propose
schemi con controllo dell'errore integrale e derivato, oltre che propor-
zionale, ossia modelli del tipo:

(33) Ye 'kp(yn-y'r)"'kilgo(yj_yﬁj)"'kq'b(yr_y*l)

dove il secondo ed il terzo addendo a secondo membro costituiscono ri-
spettivamente gli elementi di correzione integrale e derivato. Tali mo-
delli considerano non solo la correzione dello scostamento dall'obietti-
vo corrente ma anche dell'effetto cumulato degli scostamenti, che in-
clude pertante anche la persistenza dei segni ¢ I'entitd combinata dei
termini di errore passati.

Data I'assenza nel modello di errori di misura, il modello puod essere

riscritto applicando ['operatore differenza ad ambo i membri, ottenen-
do

(3.4) Ay, ALy, - ¥*) k(- ¥*) KAy, -

=D}y, -y*)
che appartiene ai modelli di correzione dell'errore di tipo 1. Pertanto
sia schemi di questo tipo (con elementi di correzione integrale efo deri-
vata) sia generici modelli di correzione dell'errore presentano a secon-
do membro delle espressioni pelinomiali nei termini di etrore.
Al fine di evidenziare il problema di misura associato ai modelli a
correzione dell'errore si consideri ad esempio
0
(3.5) =y, -y*
yi A;(l _6tL)(y.: y :)

da cui si ottiene

Azyr = ((Y! + Bl)L = 2611’z + 611’])}’1 =Ny l":—1
e sostituendo ad esempio y ¥, = fir,

(3.6) A%y, = B L)y, + AL,

Se alFultima espressione si aggiunge un errore di misura (ad esempio
white noise) di tipo additivo, si potrebbe concludere di aver ottenuto
un modello "di cointegrazione polinomiale”. E immediato tuttavia ren-
dersi conto dell'arbitrarietd del livello a cui si & scelto di aggiungere

14 Si veda Salmon (1982). Tali fenomeni sono giustificati da Nickell (1985)
sulla base deila funzione di costo associata.
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un errore di misura. Ipotizzare, ad esempio un errore di misura nella
relazione (3.5) o nella (3.6) ha infatti conseguenze molto importanti,
cosi come {'inclusione di un errore di misura all'equazione (3.3) o alla
(3.4). Da queste considerazioni emerge l'importanza delle assunzioni
sul modello di misura, rispetto alle quali il modello a correzione
dell'errore non da indicazioni. Assunzioni sugli errori di misura coe-
renti con i fenomeni analizzati porta spesso all'individuazione di un
modello, ¢ di un meccanismo di correzione dell'errore, adeguato®.

La natura del processo evolutivo per il valore di lungo periodo y, & col-

legata al sentiero di crescita di lungo pericdo del modello economico;
indicazioni da parte della teoria vanno pertanto ricercate nel modello
di riferimento. Inoltre, la plausibilith di meccanismi di correzione
dell'errore di tipo j per j maggiore del grado del polinomioc dell'obietti-
vo, al fine di ottenere un errore asintotico nullo, & stata criticata da
Nickell (1985), sulla base di considerazioni legate alla funzione di
costo, rispetto alla quale risulterebbe pill conveniente per gli agenti
economici non colmare completamente il divario con il valore di lungo
periodo. Pertanto, per tali aspetti pare rilevante analizzare brevemen-
te i modellidi ottimo usualmente considerati.

3.2 Modelli di cantralloottimo

Sia nella letteratura ingegneristica che in quella economica & comu-
ne l'assunzicne di funzioni di costo di tipo quadratico in problemi di
controllo ottimo, in quanto permettono la derivazione di regole di
controlle esplicite (e lineari). In ambito economico I'assunzione di costi
simmetrici e proporzienali al quadrato degli scostamenti non sono
sempre giustificabili; tuttavia le regole di aggiustamento cosi derivate
SONQ in genere assunte come un'approssimazione, sia pure a volie im-
precisa, dei comportamenti degli agenti economici.
8i consideri ad esempio il problema di minimizzazione della seguente
funzione di costo quadratica con un orizzonte temporale di un periodo

(3.7) To= 10 -y e nAy]
dove il primo termine quantifica la disutilitd associata allo scostamen-

to dal valore obiettive e il secondo termine esprime il costo dell'aggiu-
stamento. E semplice verificare che le condizioni di minimo implicano

P35i veda ad esempic Davidson, Hendry, Sbra e Yeo (1978).
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Ay, = (-1, = ¥*) ossia un modelio di aggiustamento parziale's.
L'introduzione nella funzione di costo di un termine che mitiga la di-
sutilita quando l'aggiustamento della variabile di controllo e la varia-
zione dell'obicttivo sono dello stesso segno porta a meccanismi di cor-
rezione dell'errore; infatti se si considera
J?, =T|(yr - yt‘)1+ Yszlz - YlAyIAY‘[

si ottiene un meccanismo di correzione dell'errore  del tipo
&y, = (1) (e = ¥ ) +v5/Ay*,. Al fine di ottenere un termine di corre-

zione dell'errore integrale si pud introdurre la cumulata degli errori
nella funzione obiettivo

t 2
Jy=1, 4y -y*) +'f;,Ayf+v,.(E§D(y; - y’,-)]

ottenendo una regola di correzione dell'errore con un termine integra-
le

G8) By, = - Y4 = () € - 17

Le funzioni di costo precedenti sono sufficienti a generare meccanismi
di correzione dell'errore anche di tipo integrale,

Dal punto di vista economico funzioni di ottimo intertemporale risul-
tano pil coerenti con assunzioni di comportamento razionale da parte
degli agenti economici. Ipotizzate ad esempio funzioni di costo

'Il - ’zoﬁ,{vl(yl " y *1 u)z +Y1(Ayt +l)2}

T = ot (n0as - 3% L0 +08Y, L Y -y, A7, L)

dove ¢ rappresenta il fattore di sconto intertemporale, la soluzione ot-
tima di tali problemi porta ancora a regole di correzione dell'errore si-
mili alle precedenti, cfr. Nickell (1985).

L'invito di Salmon (1982)di utilizzare modelli intertemporali del tipo
J,eJ per ottenere soluzioni di comportamento ottimo degli agenti sia

rispetto alle dinamiche di breve che dj lungo periodo sembra non esse-
re stato raccolto in ambito teorico.

16 Data la possibilita di normalizzare i coefficientiy;, si pud porre la loro som-

ma pari ad uno, ossia definire y, = 1 - ¥» ¢he da la usuale formulazione dell'ag-
gustamento parziale,
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Dal punto di vista di misura, tutti i problemi di ottimo precedenti sono
formulabili in modo equivalente in situazioni di incertezza: inoltre per
il principio di equivalenza certo", le soluzioni di controllo dei problemi
J......Js coincidono nel caso deterministico e stocastico. Si & voluto far

qui rifermente alla situazione certa per evidenziare come assunzioni
adeguate (0 ad hoc)sui modelli di misura poOssano generare una molti-
tudine di meccanismi di correzione dell'errore o di strutture di cointe-
grazione, al variare delle assunzioni sulle relazioni di lungo periodo
(y*), sulla loro misura, e sul grado di integrazione delle singole

variabili osservabili.

Dolado, Gailbraith e Banerjee (1991) hanno analizzato una funzione
di costo intertemporale del tipo J, congiuntamente ad un modello di
misura di lungo periodo y*, = px, +¢,, dove & & l'errore di misura (as-
sunto stazionario) € x, & un processo autoregressivo p(L)x, =& incorrela-
to con l'errore di misura per ogni sfasamento temporale. La soluzione
del problema di ottimo intertemporale porta ad un meccanismo di
correzione dell'errore dei tipo (3.1)con un termine stocastico derivato
dae,; il processo di y, pud essere espresso come segue

(3.9) ¥o=F(Ly, +G(LY,

dove F(z)|,.,# 0. La relazione (3.9) permette agli autori di concludere
che:

i)se x, & I{d), anche y, & I{d)

ii) definito z, = y, - fix,, z, & in generale I1(d - 1)

iii) la combinazione lineare z-PII-lfAk, & stazionaria, dove
f = FU1)(-1)1(ity e F¥(z) indica la derivata (i-esima)del polinomio Fz).
In particolare per d =2 si ottiene un caso di multicointegrazione
z, = fiAx, ~I(0).

Un diverso modello di misura & illustrato nella sezione 4.1 con riferi-
mento all'esempio di variabili di flusso e stock.

Va sottolineato, pertanto, come le assunzioni sui modelli di misura
siano cruciali nella definizione delle caratteristiche osservabili delle
serie storiche economiche sotto ipotesi di razionalita degli agenti eco-
nomici.

175i veda ad esempio Caines (1988)p. 678.
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4 Alcuni esempi

I due esempi riportati in questa sezione intendono illustrare alcune
delle possibili aree di applicazione dei concetti introdotti nelle sezioni
precedenti.

4.1 Variabiii di flusso e di stock

L'introduzione del termine "multicointegrazione”, & dovuta a Gran-
ger ¢ Lee (1989, 1991), ed & avvenuta in collegamento allo studio di
relazioni fra variabili di flusso e di stock. Si consideri ad esempio la
produzione y,, le vendite w, e le variazioni nelle scorte z, di una unita
produttiva. Per definizione

Ye-W =2
Se le vendite e la produzione sono integrate di ordine uno I{De le va-
riazioni delie scorte sono stazionarie, I(0), allora produzione e vendite
Sono colintegrate con veitore di cointegrazione B’ =(1,-1). In altri
termini & ipotizzabile che vendite ¢ produzione presentino lo stesso
trend [stocastico). Le scorte, a meno del valore iniziale, sono costituite

dalla cumulata delle relative variazioni, ossia da Z,=Z+3 ,z.8¢ez 8
I(0), allora Z, & I(1), in quanto z, = AZ,,
Considerando inoltre le scorte Z, ¢ le vendite w,, anche tali due variabi-

li dovrebbero condividere il medesimo trend al fine di mantenere 30tto
controllo la gestione dello stoccaggio; in altri termini Z, e w, devono

risultare cointegrate; ad esempio Z, +aw, = I(0). Indicando pertanto con
YwYp+3i 5 e con W e W+ _,w, le cumulate dei processi di produ-
zione ¢ di vendita (¥, e W, produzione e vendite dall'inizio del campio-
ne,Z =Y, -W),si ha
(4.1) (1 —1)(;,;!) +{0 a)(:‘i] =Z +aw, ~ I(0)

ossia un esempio di multicointegrazione f'X, + 88,’AX, ~ (0} per
X, = (Y, W). L'applicazione di tali principi (sfruttando le conoscenze a

priori sul vettore B’ = (1,-1)) a dati settoriali statunitensi ha inoltre da-
to risultati incoraggianti, cfr. Granger e Lee (1989). Ragionamenti
analoghi possono probabilmente essere proposti in altri contesti con
variabili di flusso e di stock.
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1l modello di multicointegrazione precedente pud essere ottenuto
come soluzione di un problema di ottimo uniperiodale del tipo J, della

sezione precedente, che da come regola di cotrezione deli’errore equa-
zioni del tipo (3.8).Granger e Lee definiscono esplicitamente un parti-
colare problema di controllo di tipo stocastico. Detta y, la variabile ri-

spetto alla quale si formano gli obiettivi y*,, ¢, la serie di controlla,
zmy-y*, Z =3 .z, la quantith da minimizzare diviene
J mE,_(y2r+y(Z, - Z* ¥ +ylc, - ¢,_,)). I modello di misura adottato da-
gli autori & y, =¢,"y+x,",+E,, con un risultante meccanismo di correzio-
ne dell'errore del tipo
Ay, =k (y -y ) +h(Z,_ - Z% ) +aAx,  +afL),

Le assunzioni sul grado di integrazione delle singole serie nell'espres-
sione precedente possono portare alla definizione di una relazione di

multicointegrazione, cfr. Granger e Lee (1991), pur essendo
compatibili con diverse assunzioni di questo tipo™”.

4.2 Aggregafi nominali

Molti aggregati nominali presentano elevata persistenza temporale;
in particolare anche le differenze prime di molti aggregati paiono
spesso non stazjonarie. Un esempio spesso citato & quello del livello
generale dei prezzi, le cui differenze logaritmiche (il tasso di inflazio-
ne), paiono integrate di ordine 1, I(1). Di conseguenza il logaritmo del
livello dei prezzi sarebbe integrato di ordine due, I(2).

18 Va notato che un modello di misura ARMA del tipe (2.1) pud valere alter-
nativamente per X, o M,. Assumendo ad esempio una formulazione VAR per

X si ottiene una rappresentazione di AX, con radici unitarie nella parte 8

media mobile. Tali consideraziom consigliano cautela, ad esempio, nell'utilizzo
di tecniche a due stadi applicate in un Frimo passo alle differenze prime ¢ in
secondo tempo ai livelli delle variabili, cfr. Granger e Lee (1989, 19971).
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Molte altre grandezze rilevanti per la politica monetaria sono
espresse in genere in termini nominali, e potrebbero pertanto com-
prendere una componente di prezzo di tipo I(2). Nelle figure 1-6 sono
riportate le evoluzioni temporali per 1Ttalia del logaritmo dei prezzi
{p), di M2 (mn), e del prodotto interno lordo a prezzi correnti () nell'ar-

22

co degli ultimi 20 anni®®. Al fine di semplificare la notazione, nel se-
guito di questa sezione si tralascia I'indice t associato alle variabili
quando tale semplificazione non causa problemi di interpretazione,

ay
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Fig 5.y, logaritmo del PIL (scala  Fig 6. Differenzeseconde di y
disinistra)e sue differenze pri-
me (scaladi destra)
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Fig 7. Processo integrato di ordi- Fig 8. Differenze seconde del pro-
ne due (cumulatadi un random cesso infigura 7.
walk, scala di sinistra) e sue
differenze prime (scala di destra)

18 Un ulteriore possibile ambito di applicazione & ad esempio costituito da mo-
delli sui sistemi dei prezzi in diversi paesi, come quelli utilizzati nelle analisi
delle parita dei poteri d'acquisto.
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Dalla semplice analisi grafica non pare infondato supporre che
(m, y, p)siano integrate di ordine due 1(2), cfr. Bg. 7 ¢ 8; tuttavia il rap-
porto M2/Y, - p)-(y — p)=m -y potrebbe risultare integrato di ordi-
ne inferiore. La fig. 9 sembra confermare tale possibilita. Inoltre sia la
moneta che il prodotto, quande espressi in termini reali, ossia quando
siconsiderinom - pe y - p, paiono integrate di ordine uno, I(1).

[ 2 [
9,93
9,82
G 0. 01
]
0. 6%
i e ul!.d'"

Fig. 9m -y, logaritmo del rapporto M2/PIL (scala di sinistra)
e sue differenze prime (scala di destra)

Si noti tuttavia che le tre combinazioni lineari (0,1,-1), (1,0,-1) e
(1,-1,0) di W, = (m,y,pY sono linearmente dipendenti, in quanto qual-

siasi coppia dei vettori considerati pud essere combinata per ottenere
il terzo. E questo pertanto un caso di cointegrazione multipla, con uno
spazio di cointegrazione di dimensione due; si pud pertanto scegliere

come base di tale spazio ad esempio B"-(i 0] .;]1), che riduce

l'ordine di integrazione da 1(2) a I{1). Non & escluso, tuttavia, che le
variabili B*°X, = (m ~ p,m - y)' siano a loro volta cointegrate con le diffe-

renze del processo, che, si ricorda, comprendono il tasso di inflazione
Ap.

Pid in generale, in numerosi studi sulla domanda di moneta® si so-
no considerati insiemi di variabili del tipo X, =(m, y, p, 1% 1"y dove r¢

indica il tasso di interesse proprio e r" il tasso di interesse sulle

20 Si veda ad esempio Bagliano, Favero e Muscatelli (1991) e riferimenti ivi
contenurti.
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Fig 10. r%, tasso di interesse sui Fig 11. r*, tasso sui titoli pubblici
depositi bancari (scala disini-  (scaladisinistra) e sue differen-
stra)e sue differenze prime (sca- ze prime (scala di destra)
la di destra)

attivita alternative. I tassi di interesse sono in genere classificati co-
me variabili I{1), come anche le fig. 9 e 10 relative al tasso sui depositi
e al rendimento dei titoli pubblici sembrano suggerire”l. Per il
processo congiunto X, m (m,y, p, r°,7%) si pud ipotizzare una matrice di
vettori di cointegrazione linearmente indipendenti

1 0 -1 0 0

I -1 0 0 ¢

0 ¢ g 10

¢ 0 0 01

Infatti ciascuna riga di §’ riduce 'ordine di integrazione da I(2) a I(1).
Un’ulteriore combinazione lineare delle variabili cosi ottenute potreb-
be risultare stazionaria o cointegrata con le differenze del processo,

AX, = (&, Ay, Ap, A", Ar*Y, dove si noti che le due ultime componenti di
AY, sono gia stazionarie, ¢ pertanto non sono rilevanti nella definizio-

fa=

21 Sulla non-stazionarieta dei tassi di interesse si veda ad esempio Fornasari,
Ansuini, Paruolo (1992);sull'analisi della serie del prodotto interno lordo e su
altri a%gmgnti macroeconomic si veda Ardeni ¢ Paruolo (1992) e Onofri, Sali-
turo e Parmplo (1992).
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ne di relazioni di cointegrazione. In altre parole ci si attende, sc esiste
una domanda di moneta di lungo periodo, che abbia forma

(4.2) m -y, +er‘; + -yzrr" +Y,Ap,
ottenibile come

m Am

1o -1 0 0 A
gl -1 0 0 0N liedt 1 1 0 Ay
¢ o o 1 of?] 5 O)A::
c o o o 1, ,
r/, Ar,

Riesprimendo tale combinazione in termini generali come la prima re-
lazione di un insieme di relazioni di multicointegrazione, si ottiene

m Am
y Ay
(4.3) Bl 2| +8p,| Ap
rn‘ Ard
rb 1 Arb t

dove la prima riga di p” ha forma (1, -1, 0, *, ™), € un asterisco * indica
un coefficiente non vincolato®.

Si & pertanto di fronte ad un problema di identificazione delle colonne
di B, la cui soluzione, per restrizioni lineari omogenee del tipo

(4.4) B=(Bs....8,) Bo=h+Hyp,  i=1,...r

(dove la matrice &, sono vettori noti dij normalizzazione, A, sono matri-
ci note di restrizioni in forma esplicita e Y; contengono i parametri in-
cogniti), & stato affrontato in Johansen (1992d)®. Tali tipi di restizioni
sono quelle maggiormente utilizzate nella specificazione di sistemi di
equazioni simultanee®, Risulta pertanto di interesse sviluppare in

modo analogo 'identificazione delle relazioni contenute nelle colonne
della matrice B.

E interessante notare che la componente ByX, =(m,+ y, + p,) rappresen-
ta la componente strettamente 1(2) del processo, e pertanto al secondo

22 In questo caso f' = &E A", bm(5E )8, dove g & una matrice composta da
una base del complemento ortogonale dello spazio delle colonne di a.

23 Si veda anche Giannini (1992).

24 Tuttavia esse non comprendonoil caso di restrizioni fra diverse equazioni,
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termine della (4.3) compare AB,X, =A(m +y, +p) invece di Ap, come

indicato dalla teoria, cfr. (4.2).Potrebbe tuttavia risultare desiderabile
da un punto di vista economico rappresentare quest'ultimo termine
unicamente in funzione della variabile prezzi p. Si noti, a tal fine, che
le variabili A{m,=y,) ¢ Alm, - p,) sono stazionarie, in quanto (m, = y,) e

(nt,- p) sono integrate di ordine uno, I{1). Pertanto sommando alla

(4.2)multipli di tali sottoprocessi si ottengono ancora combinazioni li-
neari stazionarie. In particolare sommando 8A(m, - y,)=28A(m, - p,) si

ottiene )
(45) ﬁ’X, + ﬁ{A(m: +¥ +.Pr) + A(ml = yg) = ZA(ml _pn)} = ﬂ"rx +6Ap1

dove 6 =35, Si noti che 6 nella (4.5)& propotzionale a 6 (4.2), e pertanto
in generale ipotesi di esclusione rispetto a 6 del tipo K’8 = 0 sono equi-
valenti ad ipotesi di esclusione dello stesso tipo K*8=6 rispetto a &.
Esiste pertanto una relazione fra le rappresentazioni (4.3)e (4.5);]a
prima formulazione risponde al requisito statistico di inclusione nel
termine in differenze solo componenti I(1), mentre la rappresentazio-
ne (4.5)risulta pit facilmente interpretabile da un punto di vista eco-
nomico. La relazione fra tali formulazicni permette pertanto di utiliz-
zare la prima ai fini statistici ¢ [a seconda in termini interpretativi.

& Processi VAR e condizioni di non-stazionarieta

L'analisi statistica di sistemi multicointegrati & affrontata alPinter-
no del caso particolare di modelli VAR, appartenenti aila classe (2.1)
dove B, =0j >0, By=1. Si ipotizza, inoltre, [a presenza di un termine

costante a secondo membro
(5.1} AL, = p+e,
dove A(Ly=7-AL -...-AL* u & un vettore di costanti ed g & i.id.

N(0,0). Si assume che le radici dell'equazione caratteristica |A(z)|=0
slano tutte esterne al cerchio unitario o siano nel punto z = 1; radici
z = 1 sono infatti collegate ai diversi gradi di integrazione nel sistema.
Al fine di mettere inevidenza le caratteristiche di lungo periodosi pud
espandere il polinomio A(z) attorno al punto z = 1, ottenendo la rappre-
sentazione

(5.2) A2y =A -A(l—z)+%fi (1-zy+Az)(1-2)
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dove AZ)mdA(z)/dz, A(z)mdA{z)/dz’ e AmA(l), AmA(1), AmAQ1).
Restrizioni sulle varie derivate (inclusa quella di ordine nullo) calcola-

te nel puntoz =1 (4,4, A, ..) caratterizzano i diversi ordini di integra-
zione del processo™. Nel seguito si & adottata la notazione z = a(a’a)”
per a di rango pieno e A, =b’AC; inoltre a | indica una base del

complemento ortogonale dello spazioc delle colonne di a *,

5.1 Il tecrema di rappresentazione per processi I(2)

Specificatamente se A ha rango ridotto 7, A = - af’ per a, p matrici
p % r di rango pieno, e se al’.ti f, ha rango pieno p -r, il processo (5.1) &
integrato di ordine uno, I(1). Se, invece I'ultima condizicne non risulta
“soddisfatta, ossia se a’AB| presenta rango ridotto, o 'Ap, = ¢n’ dove

$, M sono matrici {p -r)xs di range pieno s <p ~r, allora il processo
(5.1) risulta integrato di ordi_ne superiore. Si adotti la notazione
BimBil, oymadeB,=(p, ﬁl)i= B, o= (oz,ot,)l =a n), cosi da definire

due matrici quadrate invertibili (B,f,8.) e (o, ,a;) con bloechi ortogo-
nali, Sia incltre O m EA ~-A AA . e sinoti che f, e @, sono di dimensioni

pxqdove g=p-r-s. Il processo (5.1) risulta integrato di ordine 2 se
e solo se

(5.3) A =—af’ o AR, = on rango(Bup) = q
Sotto tali condizioni Jochansen {1992a, teorema 3) ha dimostrato che
esiste 1a seguente rappresentazione per il processo

(5.4) X =C, é }lzl(ei +w)+C, i (g, + )+ C,(LYe, +a + bt

gmliw=
dove  Cy= Py Oup, o), Cy = B o [000,2) - Bifd 1,270 - 0C) + Bt
(B,B,)’b =0 e|Cy(z) |= 0 ha tutte le radici esterne al cerchio unitario.

Si noti come la doppia sommatoria di p generi una componente di
trend quadratico con eoefficiente C,w/2. Scomponendo u nelle direzioni

25 Si veda ad esempio Johansen (19924) o La Cour (1992),
26 Per riferimenti di algebra lineare si veda ad esempio Strang (1981).
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a,dy, oy, ossia definendo p = apy + oy + a4, dove p; = oy, non & difficile

verificare che se u, =0 la componente di trend quadratico scompare in
quanto Cop = B, 8.} 0.’y = 0. Nel seguito si suppone infatti che tale com-

ponente sia assente, sulla base dell'osservazione che, se esistesse un
trend quadratico economicamente plausibile, questo risulterebbe
evidente anche da un analisi grafica dei dati. Pertantc nella direzione
B, il processo & dominato dalle componenti I(2}, come si pud evincere

dalla rappresentazione (5.4). _
Considerando le combinazioni p’X,, si nota che f’C,=a’AC, e §'b =0,

cosicché sotto V'ipotesi mantenuta w, =0, f’X, non contiene trend lineari
in quante p’Cu=0, ed & quindi dominata dalla componente I(1). Infi-
ne, analizzande le direzioni §,, si osserva che sebbene PB,’b =0,

'Cym A (T - 0C,) cosicché sotto Fipotesi =0,
1 ¢ B, %1 po M
B’Cu=-A ;iﬁlal’u = 0 a meno che p, = 0. Pertanto §,’X, risulta in genera-

le dominata dalla componente di trend lineare 7, dove 7, = —f,A qlﬁﬁl’u
mentre si comporta come una componente I(1) nella direzione y,, dove
¥, & una matrice scelta in modo tale che (y,,%,) sia una base dello spazio
delle colonne di f,. Se, inoltre, anche p, =0, non vi & alcun trend linea-
re in B,’X,, che si comporta quindi come un processo I(1) senza drift.

Infine si noti che le combinazioni f°X, —Ampzﬁi’AX, sono stazionarie, in

quanto le componenti I(1) di ’X, e B,’AX, si elidono vicendevolmente.
Pertanto 8 m -A ,; nella notazione delle sezioni precedenti.
Il teorema di rappresentazicne di Johansen continua a valere se il

processo di generazione dei dati & assunto di tipo VARMA (2.1) an-
ziché di tipo VAR (5.1), in quanto la componente u, = B(L )¢, ¢ staziona-

ria e il polinomio B(L) non ha radici unitarie, cosicché i risultati relati-
vi alle restrizioni di integrazione e cointegrazione sono unicamente le-
gati al polinomio autoregressivo.

8 Un’analisi statistica di modelli VAR integrati di ordine due

Varie analisi statistiche sono state proposte per sistemi integrati di
ordine due. La scluzione di massima verosimiglianza risulta in questo
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¢aso non esprimibile in forma esplicita, in quanto, a differenza del ca-
so I(1), esistono due matrici di rango ridotto, le cui espressioni solo
altresit legate funzionalmente. Johansen (19926) ha proposio una
procedura di stima a due stadi per tali sistemi I(2), che viene qui 1i-
proposta. Ciaseun passo della procedura utilizza un modello di regres-
sione a rango ridotto, orf. Anderson (1951). Per un'analisi alternativa
si veda Stock e Watson (1990).

Siconsideri la seguente riparametrizzazione del modello (3.1

k-2
(6.1) AX,=TIX,  +TAX, + z TAKX,  +p+e,

dove Il = -A e I'mA +T1. Si noti che i termini X,_; e ML_, possono essere

specificati per qualsiasi valore di j ed [ all'interno dell'insieme dei va-
lori ammissibili (minoridi k e k - 1 rispettivamente), ossia j=1, ..,k ¢
f=1....k -1, con I'unica conseguenza di una diversa definizione delle
matrici [,
Si noti che la condizione (5.3) pub essere riespressa in termini delle
matrici [T ¢ [; in particolare le prime due condizioni ipotizzano
1= af, dove a e B sono matrici P xr, r <p di rango colonna pieno, e
che r"1"1 = ¢’ dove ¢ ¢ n sono matrici p-r xs, s < p~r di rango colon-
na pieno. Si noti infatti che a/ AP =o,"(d +IDB, =T ..
p 1AB =0 /A +IDf =T,
nell'analisi statistica dei sistemi 1(2) si vogliono imporre restrizioni di
rangorelative siaa lMcheal
6.2) M=ot  Tog =M

L'analisi a due stadi del modello ¢5.1) (6.1) proposto da Johansen
(19926) pud essere illustrata come segue. Nel primo stadio si deriva lo
stimatore di massima verosimiglianza di IT = e’ per valori non vinco-
lati di I". Fissati poi @ e B ai loro valori stimati nel primo stadio & ¢ B,
nel secondo stadio si considera lo stimatore di massima
verosimiglianza di T sotto il vincolo 1';151 =4¢m’. Questa procedura pud

Pertanto

essere interpretata come i primi due stadi di una procedura iterativa
che alterna la massimizzazione rispetto a 11 a quella rispettoa I'.
In entrambi gli stadi i parametri I, i=1,..,k-2 e p posscno essere

27 InJohansen (1992b), ad esempio, si misura [X, , in j=2 Nell'analisi stati-
stica l'intercetta u &stimata in genere in modo non vincolato.
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concentrati dalla funzione di verosimiglianza regredendo A%X,, AX,_, e
X,_isu A%, ,,..,A%, ., e |;siottengono cosi i residui Ry, Ry, ¢ R, ed
il sistema R =TR,+MR, +¢, ©

(6.3} Ry =TR, +aP'R,+e

Il primo stadio dell'analisi & effettuato sotto la restrizione T = ap’ per
I non vincolata, e corrisponde ad una regressione a rango ridotto di Ry,
suR. condizionata a R,,; tale problema & risolto dal problema di corre-
lazioni canoniche fra R, su Ry per R, fissato

(6.4) Iwnl 'MmlMt;irMm1 l =0

con autovalori Ay >...>A, >0, e corrispondenti autovettori (v, -.., vl
doveM =M, -MMM, e M, =T 3 RR,’ 1,j.h =0,1,2 sono matrici di

momenti secondi campionari rispettivamente condizionati e incondi-
zionati. I risultanti stimatori sono dati da

{6.5) B=(Vyeens?,) a = My, Bp'M, By

H primo stadio della procedura (6.3) (6.4) permette di valutare il rango
r di IT, sulla base di test del rapporto di verosimiglianza

0.--7 § mi-»)
del tutto analoghi a quelli utilizzati nel caso K(1). Pur essendo la di-
stribuzione asintotica del test Q, diversa dal caso I(1), & ancora possi-

bile utilizzare le tavole riferite a tale caso, cfr. Johansen (1992b). Si
noti inoltre che le ipotesi di identificazione di § del tipo (4.4) possono
essere sottoposte a prova, ed imposte nella stima qualora non rifiuta-
te. Nel secondoe stadio a e $§ vengono fissati ai valori stimati, indivi-
duando cosi anche una stima dei rispettivi complementi ortogonali & 1

and B, ossia di quelle matrici di rango pieno tali che () e (B,B)
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coprono lo spazio R *. Moltiplicando I'equazione (6.3) per (E,El)’, si
ottengono i seguenti sottosistemni (equivalenti al sistema generale)
(6.6) 'R, =a'TR, +P'R,, +a'e,

(6.7) alR, =o'TR, +a ',

Definito o = a'Qa,(o)'Qe))” ¢ sottratto wd, 'R, dalla (6.6)si ottiene
(6.8) @'Ry = PRy =wat Ry +T R, + (0’ —wa,Je,

dove T, -(a~uﬁl')1". I termini di errore nelle (6.7) e (6.8) sono incor-

relati e i parametri delle (6.7) e (6.8) variano liberamente nello spazio
parametrico prodotto (variation free) anche sotto le ipotesi (6.2),
cosicché le due equazioni possono essere analizzate separatamente.
L'equazione (6.8) comprende unicamente matrici di parametri non
vincolati, e pertanto I'analisi di massima verosimiglianza corrisponde
ad una regressione di a’Ry —B'Ry su 'Ry € Ry, ottenendo gli stimato-
rime

(6.9) - f = (E,Mﬂ‘l,al -P'M; . M,

lni
dove M"‘L =M, - MPil(aPMy@ Y 'a "M, i,j =0,1,2. L'equazione (6.7)

pud essere riscritta, utilizzando una scomposizione basata sulle proie-
zione sullo spazio colonna di B e del relative complemento ortogonale

I=PBp’+B,B,", come segue
(6.10) EJ_'R‘, - El’l'(ﬁﬂ’ +ﬁﬂ3 IR, +EJ_"'-: =
- rul L(f-"l’Ru) + rﬂﬁ(ﬁ Ry) +E.L’E’ =

=B R+ T, (R ) 42 ',
L'analisi_dcll'equazione (6.10) consiste nella regressione di rango ri-
dotto di o 'Ry su B 'R,, per B'R,, fissato, che corrisponde al problema di

correlazione canonica
6. - 2 =
( 1 ]) I Wplﬁl'ﬂ Mﬁlul.pﬂlnlal-ﬁﬁ{ﬂlﬁlﬁ I 0

28 Per il calcole di una base del complemento ortogonale dello spazio delle co-
lenne di una matrice si veda ad esempio Paruolo (1992).
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con autovalori p, > ... > p, . > 0 € autovettori corrispondenti wy, ..., w,_,,
dove gli indici B, Be a, si riferiscono si riferiscono alle variabili
B Ry » B'R, ¢ a)'Rq rispettivamente. I risultanti stimatori di ¢ e q so-
no pertanto

(6.12) Aulrpeam)  e=M,p (1M p )"

mentre lo stimatore di f‘uﬂ, & dato dallo stimatore di regressione per

¢n’ fissato. Gli stimatori di , e B, sono oftenuti dalle equazioni

(6.13) Bi=Bm .= Bm,
Nel secondo stadio € possibile fare inferenza sul secondo indice di inte-
grazione s ancora mediante test di rapporto di verosimiglianza;

p-r

g =T 3 . In(1-p)

ims ¥
Pertante per ogni scelta di » si ottengono una sequenza di p -r test
sulla dimensione s; i risultati possono essere raccolti in una tabella,
che & esemplificata per p =4 nella tab. 1.

Qp.‘ Q.f r P -r
. 0 4
§s=0 F=1 §-2 se3
. . e 1 3
s=0 s=-1 5=2
- 2 2
s=0 s=1
. . 3 1
s=0
gmp-r-s 4 3 2 1 0

Tab. 1

La distribuzione limite delle statistiche @, , £ non-standard e dipen-

de da entrambi gli indicir ed s, cfr. Fohansen (19925).
11 secondo stadio pud inoltre essere utilizzato per fare inferenza su B, e
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B In particolare si possono sottoporre a prova ipotesi del tipo B, =K,
per K, noto o del tipo (4.4) relative a B,,

L'analisi statistica & completata mediante regressione per valori fissa-
tidiMalel = dove "= ) +$6)(I:l,aﬁ" +'i;ﬁ;BJ_,) +af, . In particolare

Io stimatore per & = -T'gg, & Ottenuto come segue
(6.14) Foe =f.8,

poiché ij“‘l"lﬁ L= ognn, =07,

La distribuzione asintotica di §  analizzata in Paruolo (1993). In par-
ticolare si mostra che tale distribuzione & rappresentabile come mistu-
ra di normali e permette di costruire test asintotici di tipo Wald con
distribuzione limite x* Tali strumenti rendono pertanto possibile
giudizi inferenziali su & e quindi, in generale, su ipotesi di multicoin-
tegrazione che, come posto in evidenza nel corso delle sezioni prece-
denti, sono spesso collegabili a precise ipotesi economiche.

7 Alcune considerazioni conclusive

In questo lavoro si & illustrata la nozione di multicointegrazione in
modelli I{2). Da un lato sembrano esservi diversi campi di applicazio-
ne del concetto di multicointegrazione, ad esempic con riferimento a
variabili di stock e di flusso e per modelli con grandezze nominali. Alla
domanda, legittima, di quale sia il guadagno informativo ottenuto dal
considerare un modello per le grandezze nominali non & possibile ri-
spondere se non verificando se, ad esempio, la riduzione del modello a
grandezze reali sia empiricamente coerente con i dati, ossia se la
componente nominale sia debolmente esogena per i parametri di inte-
resse della domanda di moneta.

L'assunzione di un modello VAR sulle variabili considerate nel loro
insieme aiuta a formalizzare il modello di misura, in genere non speci-
ficato dal modelle economico, e a sottoporlo a verifica mediante test di
specificazione. Inoltre, esso assolve al compite di trasformare Ie
ipotesi di interesse in restrizioni sui parametri. Nel caso della cointe-
grazione queste corrispondono a condizioni sul rango di particolari
matrici; tali restrizioni possono essere sottoposte a  verifica,
permettendo pertanto di fare inferenza sugli indici di integrazione del

29 51 noti che la medesima relazione vale anche nella popolazione.
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sistema.

Infine, al fine di fare inferenza sulle relazioni di malticointegrazione,
& necessaric affrontare il problema di identificazione delle varie com-
binazioni lincari del processo che riducone il grado di integrazione.
Numerosi aspetti paiono ancora irrisolti, e pare possano costituire un
rilevante ambito di ricerca negli anni a venire.
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