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1. Introduzione

Nelle applicazioni economiche & frequente il caso in cui si dispo
ne, per una stessa variabile, di piQ previsioni alternative dei suoi
valori futuri. Tali previsioni sono in generale ottenute con metodi di
versi, quali 1'uso di modelli econometrici, di modelli estrapolativi
pitt o meno complessi, di giudizi di esperti. L'approccio tradizionale
consiste nel cercare di individuare, per ogni applicazione, il metodo
"migliore" in base a qualche criterio statistico. Un'alternativa inte-
ressante che & stata indagata recentemente, & quella di combinare in
una previsione le previsioni alternative, calcolandone una media pon-
derata. 11 problema €& naturalmente guello di fissare un criterio per
la determinazione dei pesi, tenendo conto che si combinano delle pre-
visioni che, in linea di principio, sono basate su insiemi di informa
zione dipendenti fra di loro.

Consideriamo,per esempio, una serie storica Xt,At =1,...,T e
supponiamo di essere interessati a prevedere il valore Xt+1' SuppOf
niamo, altresi, di disporfe di un numero p> 1l di previsioni di Xt per
il periodo t = n,...,=T + 1 ottenute con metodi alternativi.

Se indichiamo-con:I;.r:1l'insieme di informazioni di cui:disponia- ‘=

' P
mo, il'problema sara-quello .di :calcolare il valore-atteso.condizionale -
X =X .l1.. ) S 1.1
T+1 ( T+1 ‘ t,p) ( )
3
dove . E(X - X ) = E (e ) =0
T+1 -T+1 T+1

Nel nostro caso’l'insieme di informazione sara composta dalle p previ-

sioni alternative

i
R, o= E(xt|1t)

sy 1

i . o - . < . .
dove It 2 1'insieme di informazione sul quale & basata la i-ma previ-

sione, con i = 1,..., p e dai relativi errori di previsione
e . =X =X
t,1 t t,1
dove t = n,..., T. Supponiamo anche che

E(et i) =0




1 .
Se si conoscessero i singoll insieml di informazione It la soluzione

¥*
ottimale al problema di trovare XT 1 sarebbe quella di combinarli in

+

un unico insieme di informazione e di basare su questo la previsione
cercata (vedi Reid (1974)). La situazione in cui & ottimale la (1.1)
& evidentemente quella in cui- le nostre conoscenze sono parziali e si
riducono all'insieme 1

Tale situazione in pratica & molto frequente e comprende anche il
caso in cui sarebbe troppo lungo ¢ costoso costruire un modello per la

.. . . . DS i s
previsione di X che incorpori gli insieml It {costituiti in preva-

+

lenza dai singoli modelli di previsione).

La soluzione cercata sara del tipo
* p
X = K. X 1.2)
T+1 ;Zi i T+1,1 (
1=

con Ki pesi incogniti da determinare.

Nel prossimo paragrafo, considereremo la prima soluzione proposta
da Bates e Granger -(1969) e da Reid (1969). Nei paragrafi successivi
suggeriremo una generali%?azione del priﬁo approccio, introdotta so-
prattutto per ampliare il campo delle applicazioni pratiche della meto

dologia della :combinazione di previsioni. o

2. La determinazioné dei-pesi-

La determinazione del peso da assegnare alle singole previsioni
deve tenere conto almeno di due elementi: a) l'accuratezza previsiva
dei singoli métOéi; b) 1'eventuale correlazione esistente fra gli er-
rori di previsione degli stessi hetodi.

Consideriamo la serie storica Xt e supponiamo, per semplicita, di
avere per essa due previsioni alternative non distorte generate al tem-—

po t per un periodo avanti. Siano Xt , X tali previsioni con errori:

,17 Tt 2

e . =X =X i=1,2
t,1 t t,1

talli che:

2 2
E(e ) =0 e E(e ) =6, i=1,2
t,1 i




o

sia e il coefficiente di gorrelazione tra gli errori della prima se-
~ie di previsioni e quelli della seconda.

Una previsione combinata si pud ottenere calcolando la media pon-
derata delle due previsioni individuali, assegnando cid un peso K alla
prima previsione ed un peso 1-K alla seconda; & stato proposto (vedi
Sates e Granger (1969)) di determinare K in modo che la varianza del-

l'errore della combinazione
%

K =KZX + (1-K)X sia minima
t t,1 t,2

*
L'errore della previsione Xt ottenuta dalla combinazione é:

e =X - X = Ke + (1-K)e
t t t t,1 t,2

la sua varianza, che & funzione del peso K, avra la seguente forma:
2

2.2 2.2
G -«xG 1-K 20 K(1-K)6 .G 2.1
N l+( )62+€( )12 (2.1)
Si vuole scegliere K in modo che(; , Sia minimo; quindi, derivando ri

spetto a K e annullando, si ottiene:
2
G, 96,6,
Ko™ =3 2 (2.2)
-2
&, +G2 levz

E' interessante notare che 1la (2.2) pud essere riscritta nella seguen-

te forma: Te Dt BN
= _62(6’2—951_} |

K
0

(2.3)

' > 2 >
G -¢6G 1
; ( 1 ? 2) +62( g )
Essendo il denominatore di (2.3) sempre positivo il segno di KO dipen-—

de solo dal numeratore.

E' opportuno distinguere due casi:

a) Se 6}_( C; o K assume valori crescenti e sempre positivi, ma
SR

i -K O per ——

O( P ?>6‘2




(vedi fig. 1)

. 2 2 . . - .
b) Se invece G 2{61 possiamo dire che 'KO € una funzione sempre decre

: 2
scente diQ ed assume vglori positivi per -1 < Q L E;—_ e valori
Go 1
negativi per —— { @ < 1 (vedi fig. 2):
1
YD A
Sy

"o , !
G;-}-VL& |
t

r

Sy U4




In pratica, i valori dei pesi saranno spesso entrambi positivi.
Tuttavia, nel caso di una correlazione molto alta fra gli errori di
previsione, ci si pud aspettare che le due previsioni sottostimino o
sovrastimino entrambe il valore vero: allora viene dato un peso nega-
tivo alla previsione meno precisa nel tentativo di fare "indietreg-
giare" quella pia precisa verso il valore vero.

. C 2 2

Nel caso, infine, in cuil si1 supponga (51 =(§ o cioé che due pre-
visioni abbiano la stessa "bonta previsiva", i pesi che vengono loro
attribuiti nella combinazione sono entrambi uguali a 1 .

Sostituendo il valore ottimo di K in (2.1) ottergemo il minimo va

lore della varianza dell'errore della combinazione:

2

2 2 2
v,6,-¢)

2 2 -
G‘l + 6’2 -2 Q G-IBJZ

2 2 2
E' facilmente dimostrabile che G’ £ min (Gl, v 2) cioé che la varian

* ~
, 0

za degli errori della combinazione & in genere minore o uguale alla mi
nima varianza degli error} delle singole previsioni. Infatti si ha:

2 2
-G (6, -G )
g 2 <r 2 _ 1 1 2

*x0o V1

, 2 2 2
(G -G, +G 1= ¢

2 2
che & chiaramente una quantita minore di O e percid G‘* O<'6}. e per
_ _ 2 2 o Y s &
simmetria O .0 (G 0" Vale 1'uguaglianza cioe G*,O :51 per (.rg;— e
2 G2

2

= er = ———

Gy o 6,p e
Pud essere interessante anche studiare il comportamento di G * 0
in funzione della correlazione Q soprattutto quando e si avvicina ai
valori - 1 e 1.
2
Nel primo caso si ha che Y * 0 tende a O e si ottiene cosi una combina-
b

zione perfetta con varianza nulla. Anche gquando Q tende a +1 la fun-

2
zione 6'* o tende a O, eccettuato il caso in cul (51: E;2 nel quale

?

G 2 h limit 62 infatti
a er imite , 1inita 1:
* 0 P 1




lim (; 1 .
————————————— = lim -———mee——— =0 1

>1 2
v 261(1—@ 21 2
11 fatto che la varianza degli errori della combinazione tenda a O &
abbastanza intuitivo nel caso in cui Q si avvicina a -1, lo & molto me
no nel caso in cui Q approssima 1; bisogna pensare, pero, che Q rappre
senta la correlazione tra le serie degli errori delle due previsioni e
non tra le previsioni stesse. Consideriamo, per esempio, il caso in cui
e = Ae dove A & una certa costante positiva. Si dimostra facil-
t,2 t,1
mente che in questo caso la serie dei valori osservati & una combinazio
ne lineare esatta delle due previsioni considerate.
Essendo:

- _ = A = A(X - X
e X X e et ( N t,l)

la seconda previsione sara della forma:
X

X =X -A(X -X )=(1-A)X +AX
t t t t

=X -e
t,2 t t,2 t o1 1
Allora supponendo A # 1,1% serie da prevedere sara:

A 1
X = = —e—m > T P
t t,1 t,2
1-A 1-A

Gli stessi risultati possono essere ottenuti come caso particolare di
un approccio Bayesiano piu generale, come ha mostrato Winkler (1981).
Se gli errori di previsione sono distribuiti in modo normale, con
media zero e matrice di variénze—covarianze

s .S} Q YRS
) €‘54<§1 G;?'
e se abbiamo una distribuzione iniziale diffusa per Xt' allora la sua
distribuzione finale sard normale, con media XZ e varianza Q;i.

Il problema ha, cosi, una soluzione teorica soddisfacente. Nelle ap-

plicazioni pratiche, tuttavia, non si conoscono in generale 1 valori
2
57
Chiamando KT il peso da attribuire al tempo T nella combinazione alla

. 2
di G’l,C;

e Q , che devono pertanto essere stimati in gualche modo.




rrima previsione e con l—KT quello da assegnare alla seconda, sono
2
e
> ¢ ¢

in funzione degli errori passati delle due previsioni, denotati con

2
stati proposti alcuni metodi che forniscono KT stimando (51,6?

é ... 8 ; € ... €
1,1

Solo K1 pud essere scelto arbitrariamente, solitamente si tende a pren
derlo pari a 0,5 a meno che non si voglia privilegiare a priori un mo-
dello previsivo sull'altro.

Una naturale scelta per KT &:

T-1 .2 . .
S (& - 8 é )
t,2 t,1 t,2
t=T-n
R = (2.4)
T

T-1

> (6% 4e°-28 &

—T-n t,1 €2 t,1 t,2)
in cui si & posto:

T-1
T-1 T-1 DALY
8_2 2 &2 N 2 N t=T-n ’
= é ; = é ¥V =
1 t,1 2 1:,2’\7
t=T-n t=T-n T-1 T-1 5
DIR: > &
’ t,2 .
t=T-n t=T-n -

La scelta del valore di n dipende dal numero di previsioni precedenti
di cui si vuole tener conto, che pud non essere uguale al numero massi
mo di quelle disponibili. Ci sono, certamente, dei casi in cuil € sensa-—
to privilegiare le informazioni pild recenti, perché ci possono essere

state delle variazioni strutturali che hanno reso gli errori di pre-

visione passati poco
data da informazioni
1i al ricercatore da

KT definito da (2.4)

significativi. In ogni caso la scelta di n & gui-
estranee ai metodi di previsione resi disponibi-
altre fonti.

pud essere considerato anche come lo stimatore del

peso K ottenuto con il metodo dei minimi quadrati basato sui dati di-

sponibili

dei periodi T-n,...

, IT-1.

La combinazione delle due previsioni al tempo t pud essere riscritta

nel seguente modo:




X -X = K(X - X
t t,2 ( t,1 t,2)
ed equivalentemente:
»*
e =K - e )+ e 2.5
2.t (eg o 78 1% & (2.5)

Percid la stima di K nella (2.5) con il metodo dei minimi quadrati coin
cide esattamente con la (2.4).

L'approccio appena visto, basato sulla minimizzazione della varian-
za dell'errore della combinazione cercata, pud essere esteso anche a
pill previsioni.

Supponiamo di avere p previsioni, un passo avanti, relative ad uno
stesso valore XT ottenute con p metodi alternativi. Supponiamo che sia-
no non distorte. Si pud considerare un vettore p-dimensionale
XT :(XT,l""’XT,p) dove XT . & la i-esima previsione al tempo T.

*
La combinazione XT = K%XT sara non distorta essendolo ogni singola

s 1

)

previsione. Il problema & quindi di determinare K! = (K ye-+,K
: T T,1 T,p

con il vincolo K% 1 =1dovel' = (1,:..,1) e KT . rappresenta il pe-
i

’

so da attribuire:all'i-esima previsione nella combinazione. KT sara
funzione delle varianze degli errori dei singoli modelli e delle loro
- correlazioni.:
Si pud dimostrare chella varianza dell'errore della combinazione

& minimizzata da:

(27 1)

KT: I (2.6)
Q- -1

dove = E(e_ €' cone =X .1-P .
L=Elepe'y) con ey = X, T

La (2.6) per p = 2 pud essere facilmente ricondotta alla (2.2).
Poiché, in pratica, non si conosce la matrice Z di varianza e covarian-

za degli errori, calcoleremo

N L
=n E é é *si ha
(};)ij t,i t,Ji1
t=T-n
(z
R = A= che corrisponde al vettore degli stimatori

dei parametri della regressione della serie storica sulle previsioni




ottenute con i diversi metodi.

L'approccio fin qui consideratorottiene i pesi ottimali della com
binazione delle previsioni presupponendo due ipotesi fondamentali ol-
tre a quelle gia elencate:

1) che il costo associato all'errore di previsione sia calcolato con

una funzione quadratica del tipo

Cle. ) =D(e2 oA>O (2.7)
t t

2) che la varianza G’f = E(e2t i) dei singoli errori di previsione sia
costante nel tempo.

Recentemente, Engle, Granger e Kraft (1982), hanno proposto un me
todo per tener conto del fatto che la matrice di covarianza degli er-
rori di previsione pud variare nel tempo.

Pud essere anche interessante mettere in discussione la scelta della
funzione di costo quadratica, che risulta inappropriata in alcune
applicazioni pratiche.

Vi sono almeno due strade lungo le quali generalizzare la funzio-
ne di perdita: a)cercare funzioni asimmetriche che attribuiscono un
peso diverso a-errori uguali in valore assoluto, ma di segno opposto;
b) manteﬁere ja simmetria della funzione, ma abbandonare 1'ipotesi di
forma strettamente quadratica.

Nel prossimo paragrafo tratteremo alcuni esempi di entrambe le
situazioni e ne illustreremo le implicazioni pratiéhe per il proble-

ma che stiamo considerando.

3. La scelta della funzione di perdita.

Nell'ambito della ricerca applicata la previsione di una variabi-
le guantitativa non € quasi mai un obiettivo finale, ma soltanto un
passo di un processo decisionale complesso.

In altre parole, il valore previsto della variabile entra come

uno degli elementi di informazione su cui si basa una decisione. A




volte & possibile valutare i costi delle conseguenze di tali decisioni e
una ~parte di tali costi sara direttamente proporzionale all'entita
degli errori di previsione commessi. Si possono certamente immaginare
dei casi in cui la funzione di costo appropriata & diversa dalla (2.7),
per esempio quando & necessario introdurre delle asimmetrie.

Consideriamo il caso in cui una sottostima delle vendite da parte
di una impresa comporta una perdita di clienti e una sovrastima, in-
vece, una accumulazione indesiderata di scorte. Non vi & nessuna ragio
ne per ritenere che i costi siano simmetrici- in tale situazione.

Un caso interessante di funzioni non simmetriche & quello di fun-
zioni "spline", che sono funzioni polinomiali a tratti con punti di
discontinuitd chiamati '"nodi". L'uso di tali funzioni in problemi di
econometria e, in particolare, nella specificazione di funzioni di per
dita & illustrato da Poirier (1976).

Un esempio di tali funzioni nel caso lineare &

4 C hcc\

dove il punto di discontinuita & per et = 0.
Un altro caso che vogliamo considerare € quello di funzioni che
possono eventualmente essere simmetriche come caso particolare, ma in

cui vogliamo trattare in modo diverso dagli altri errori di previsione

che, per qualche motivo, riteniamo anomali e irripetibili.

Consideriamo, per esempio, il comportamento di due previsori:
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t Xt—Xt 1 Xt—Xt ,2
1 0] 4
2 o] 6
3 - -12 -5
4 0 3
5 0 4

I1 metodo dei minimi quadrati privilegerebbe il secondo previsore per
- S 2 . ) 5
=l guale Ezi et,2=102, rispetto al primo che ha :E: e%’1=144.

t=1 t=1

Ira, se abbiamo qualche ragione per credere che nel periodo t=3 sia accaduto
szalche fatto particolare (scioperi, fattori stagionali, ecc.) per il quale
-ossa essere trattato separataménte, potremmo essere interessati a dare un
c2so maggiore alla previsione che non commette errori nei periodi '"normali'.
Zid pud essere ottenuto in modo generale con procedure '"robuste" (vedi in
carticolare Huber (1981)) che utilizzano funzioni di perdita non quadratiche.

Una funzione appropriata nel caso considerato piu sopra potrebbe essere

4

2 4
1

-5 0 5

che attribuirebbe lo stesso peso a tutti gli errori maggiori di 5 in va-

lore assoluto. (Pef un altro caso di utilizzazione di una talé funzione
éi costo vedi Granger (1969)).

Introduciamo, allora, due funzioni di perdita generali che hanno,
rigpettivamente, come caso particolare e come caso limite, la usuale
funzione quadratica (2.7).

La prima funzione considerata & una funzione spline quadratica del

tipo:
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«
C (e )- te X o« >0 (3.1)
At 9('28

ot N N

della quale la (2.7) & un caso particolare per °(1 = 512 =% .

La seconda funzione viene introdotta per trattare, oltre ai pro-
blemi di asimmetria, anche quelli dell'esistenza di valori "anomali'.

Una funzione interessante si & dimostrata la seguente:

<. €
1t 2
: £ )
_____ 1 - e se e >0
2 d2 ¢
C (e ) = 1
E t
(3.2)
Kot 2
o2 (=S )
—————— 1 -e E 0
2({ 5 se et {
2

oL
dove l,o(2>0

Quando 1= « 5 = ol e %1 valore del parametro E & abbastanza grande
i risultati ottenuti con tale funzione coincidonq praticamente con
quelli ottenuti coﬁ la (2.4).

I'gféfici dellé;due'funzioni nel caso pil generale sono riportati,
rispettivamente, nelle figure 3 e 4.

I1 calcolo della combinazione ottimale di previsioni richiede che
sia nota la funzione di perdita, in particolare, che si conoscano i va-

lori di d]ﬁ & ed E. Nelle applicazioni pratiche dovrebbe essere pos-—

2
sibile calcolare, almeno in modo approssimato, il costo associato a
errori di previsione di differente entita, disponendo cosl di alcune
osservazioni della funzione di perdita. Con una semplice interpola-

zione delle funzioni CA(e ) OCE(et) fra tali punti si potra, allora,

t
determinare i valori di d]j 0L2 ed E.
Nei casi in cui c¢id non fosse possibile, si potra procedere con consi-

derazioni di tipo "qualitativo' dettate dalla natura del problema o

con un'analisi di sensitivita effettuando prove alternative con
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differenti valori dei parametri. In base ad una logica di massima vero
simiglianza, si potrebbe, in quest'ultimo caso, scegliere quella com-
binazione di previsioni che risulta migliore in base a qualche crite-
rio statistico (ﬁer esempio lo scarto quadratico medio fra valori os-
servati e valori previsti sul periodo campione).

A conclusione ricordiamo un suggerimento che pud essere utile per
1t'uso della seconda funzione: dato che CE(et) ha i punti di flesso per
e = 4+ ————==— soltanto errori di previsione maggiori di tale va-

t - x Vg o
lore inizieranno ad essere trattati come anomali. Sara pertanto oppor-

tuno controllare che i valori di E e di & (oppyre 0(1 e 0L2) siano ta-

1i da definire correttamente tali errori anomali.

C/A (Q \')‘L

oLy € oA,y
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C;_\V-b\ A

. 0(41‘3(5,‘-0{
x
ze&_ o
(o) €y
CEKQ“\‘ ()li L d,{ =14
i
u‘:— L
: N
‘: Celey) 4 A= <oly
&
‘ L R R U




" previsione.

(T

4. Osservazioni conclusive.

Abbiamo considerato alcuni metodi per determinare i pesi di una
combinazione -"ottima" di previsioni. Tale combinazione non & necessa-
riamente convessa, anche-se i pesi sommano a uno, in quanto alcuni pos
sono essere negativi. Potrebbe, invece, essere interessante impostare
la scelta del previsore ottimale in termini decisionali. Ad ogni vet-
tore di pesi K = (Kl,KZ,...,Kp) con componenti non negative e di somma
unitaria si pud attribuire allora il significato di distribuzione di
probabilité sui p casi possibili riguardanti il sorteggio di una tra
le p assegnate decisioni, ognuna delle guali corrisponde alla scelta
di un particolare previsore Xt _. Una combinazione lineare dei previ-

’
sori éorrisponde a una decisione mista; una decisione pura & una par-
ticolare decisione mista a cui & associato un vettore K con una sola
qomponente positiva e uguale‘a 1.

La scelta di una:combinazione convessa pud essere .attuata anche

nell'approccio Bayesiano,ficofdato nel. secondo paragrafo. In tal caso,

-perd, la distribuzioneifinale non sara pit una distribuzione normale,

ma una mistura:delle=singole:distribuzioninormali=sugli errori di:

Certamente 1'argomento-:merita-di egsereis§iluppat03e soprattutto .
arricchito con applicazioni prafiche, sulla scia dei risultati inco-
raggianti ottenuti-da’alcuni autori. Utilizzando.diversi metodi per
determinare i .pesi. Newbold e Granger (1974), Makridakis e al. (1982)
e Makridakis e Winkler (1983) trovano che una  combinazione di previ-
sioni risulta pid accurata delle singole previsioni e tende a ridurre
la variabilita degli errori di previsione. Alcuni esperimenti preli-

minari condotti su serie economiche italiane hanno confermato tali

risultati.
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